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  فصل اول

  انتگرال

  هدف کلی
کلی این فصل آشنایی دانشجو بـا مفـاهیم انتگـرال معـین و نـامعین و برخـی از        هدف 

  .کاربردهاي آن است
  

  اهداف رفتاري
 :ي دقیق این فصل بایستی بتواند دانشجو پس از مطالعه

 .مشتق را توضیح دهدمفهوم پاد. 1
 .امعین توابع داده شده را محاسبه کندمفهوم انتگرال معین را توضیح دهد و انتگرال ن. 2
 .انتگرال نامعین را بیان کندهاي  ویژگی. 3
 .هاي  مختلف به کار گیرد گیري را در حل انتگرال و قواعد انتگرال ها فرمول. 4
  .درك مناسبی از مفهوم هندسی انتگرال معین داشته باشد. 5
  .دارتباط موجود بین انتگرال معین و نامعین را شرح ده. 6
  .انتگرال معین توابع داده شده را محاسبه کند. 7
  .انتگرال معین را در حل مسائل مربوطه مورد توجه قرار دهدهاي  ویژگی. 8
  .انتگرال معین آشنایی لازم را کسب نمایدهاي  در مورد کاربرد. 9
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  مقدمه
ز پـیش  در علوم و فنون مختلف بیش ا و انتگرالامروزه اهمیت علم حساب دیفرانسیل 

یافتن شیب خط مماس بر نمودار یک تابع داده شده و . بر همگان به اثبات رسیده است
قـبلاً  . مساحت زیر منحنی از جمله اهداف پایه گذاري این دانـش نظـري بـوده اسـت    

ي شیب خط مماس بـر نمـودار یـک     دیدیم که مفهوم مشتق ابزار مناسبی براي محاسبه
هستیم کـه  هایی  ه دنبال یافتن مساحت ناحیهانتگرال باکنون با بیان مفهوم . منحنی است

در ابتداي این فصـل  . شکل هندسی خاصی ندارند و محدود به یک یا چند تابع هستند
دهیم و سپس به معرفی انتگرال معین و  انتگرال نامعین یک تابع را مورد بررسی قرار می

  .کاربردهایی از آن در اقتصاد خواهیم پرداخت
  
  معین نا انتگرال 1-1
  مقدمه 1-1-1

در آنجـا بـا در   . گیري، آشـنا شـدیم    درس ریاضیات پایه، با عمل مشتقپیش از این در 
اکنون بـه  . قادر به یافتن تابع مشتق بودیم) مشتق پذیر(ي یک تابع اختیار داشتن ضابطه

  عکـس عمـل مشـتق را دراصـطلاح     .دنبال معرفی و بیان عکس این عمل خواهیم بـود 
پس هدف مـا ایـن   . براي یک تابع داده شده نامیم» یافتن تابع اولیه«یا » قعمل پادمشت«

بتــوانیم تـابع دیگــري پیــدا کنــیم کــه مشــتق آن  x(f(ي اسـت کــه بــا داشــتن ضــابطه 
  .باشدx(f(برابر

  
  
  
  

  

  
  1-1مثال

x)x(fیک تابع اولیه براي 2 بیابید.  
 )حل

یـابیم   مـی در تأمـل بـا انـدکی   . باشد x2را چنان بیابیم که مشتق آن برابرx(F(ید تابعبا

  تعریف 2- 1-1
براي آن، ) تابع اولیه(تعریف شده باشد، آنگاه یک پادمشتق Iي بازهروي f)x(اگر

x(f)x(F(داشته باشیم Iدرxاست که براي هرF)x(تابعی مانند .  



 3انتگرال    

2x)x(Fکه  داراي این خاصیت است، زیرا:  
)x(fx)x()x(F  22  

2x)x(Fپس یک پادمشتق برايx)x(f 2است.  
  

x)x(fمشتق دیگري نیز برايتوان پاد آیا می: سؤال 2 یافت؟  
12هـاي  عبـارت زیـرا مشـتق   ! قبـل بـه شـدت مثبـت اسـت      سؤالپاسخ  x،32 x ،

22 xو)(x 52   2همگی برابر... وx پـس . استx)x(f 2  نهایـت   داراي بـی
Cxصورت کلی را به ها آنتوان  مشتق است و میپاد 2  در آن داد کهنمایشC  معرف

گــوییم کــه انتگــرال نــامعین     ینجــا مــی در ا. یــک عــدد ثابــت دلخــواه اســت    
x)x(fتابع 2برابرCx 2نویسیم است و می:  

  Cxxdx 22  
  
  
  
  
  
  
  

  1-1تذکر
باید توجه کنیم که dx)x(fي  دهـد، یعنـی خـانواده    یک خانواده از توابع را نمایش می

C)x(F که در آن به عدد ثابت ،Cثابت انتگرال گیري گوییم ،.  
 

  2-1تذکر
ي هـا  صـورت  عمـل انتگـرال بـه   گیري و هم در که هم درعمل مشتقdxنماد دیفرانسیلی

 dx(...)و(...)
dx
d ي متغیر مستقل است کننده ظاهر شده است، در واقع مشخص.  

بـا در نظـر    هـا  آنمعـادل  هاي  هاي مشتق و انتگرال ز فرمولچند مثال ا) 1-1(جدول در
  :شود گرفتن متغیر مستقل دیده می

  
  

  تعریف  3- 1-1
را با  x(f(باشد، انتگرال نامعین Iي در بازهf)x(یک پادمشتق براي تابعF)x(اگر
نماد dx)x(fدهیم و داریم نمایش می  C)x(Fdx)x(f. 
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 1-1جدول 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  هاي انتگرال فرمول 1-1-4

طـور مسـتقیم بـه کمـک      گیري، که بـه  چند فرمول اصلی عمل انتگرال) 2-1(در جدول
اه فرمول مشتق متناظر با آن، آورده شده است اند، به همر دست آمده هاي مشتق به فرمول
را در خاطر داشـته   ها آنعنوان اولین گام در مسیر حل مسائل انتگرال باید همواره  که به
ترین فرمول انتگرال جدول مورد نظر، فرمول زیر است که به آن فرمول  کاربردي. باشیم

  :شود توانی براي انتگرال گفته می

 1r           
C

r
xdxx

r
r 






 1
1

  
باشـد، اسـتفاده    "-1 "کـه مخـالف  xهـایی از  مورد تـوان دقت کنیم که فرمول توانی در

  :کنیم از فرمول زیر استفاده می " -1 "شود و در مورد توان برابر با می
Cxlndxx

x
dx

  1
  

  
  
  
  
  

  فرمول مشتق  فرمول انتگرال معادل

Cxxdx)x(  2316  163 2  x)xx(
dx
d  

Ctdt
t

 2
1

  t
)t(

dt
d

2
1

  

  Cusinuducos  ucos)u(sin
du
d

  

C
z

dz
z





11
2  2

11
z

)
z

(
dz
d

  

Ctandsec  2
  


2sec)(tan

d
d  

  C)y(fdy)y(f  )y(f))y(f(
dy
d   
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 2-1جدول 

  فرمول مشتق  فرمول انتگرال

  Cdx0  0)C(
dx
d  

  Cxdx1  1)x(
dx
d  

  Caxadx  a)ax(
dx
d

  

 1r   C
r
xdxx

r
r 






 1
1

   1r   r
r

x)
r
x(

dx
d






1
1

  

  Cxsinxdxcos  xcos)x(sin
dx
d

  

  Cxcosxdxsin  xsin)xcos(
dx
d

  

  Cxtanxdxsec2  xsec)x(tan
dx
d 2  

Cxcotxdxcsc  2  xcsc)xcot(
dx
d 2  

Cedxe xx   xx e)e(
dx
d

  

  
  2-1مثال 

 :به کمک فرمول توانی انتگرال حاصل هر قسمت را بیابید

dxx)الف dx)ج               dxx4)ب            6
x
dx)د                 1

x
1  

  )حل

CxCxdxx                                                             )الف 





 716
7166  

CxCxCxdxxdxx                             )ب 






 4
54

514
1

4
1

4
5
4

4
514

1  

Cxlndxxdx                                                                )   ج
x

  11  

CxCxxdxxdx                   )د

x

dx
x












 22
12

1
11 2

11
2
1

2
1

2
1  
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در مثال قبل قواعدي از مبحث رادیکال و ) و د) ، ج)هاي ب در مورد قسمت :یادآوري
  :اند از یم که عبارتا بردهتوان را به کار 

1 (2
1

aa        2(n
m

n m aa          3 (11  a
a

        4( n
n a

a


1  

  
 

  قواعد اساسی انتگرال 1-1-5
  

 
  
  
  
  
  

  3-1مثال 
  
  و

CxC)x(xdxdxx 





 10115
1

5
1

5
211

  
  

  
  
  
  
  

  
  

  
  4-1مثال 

  :بعد نشان داده شده است  هاي در مثال) ي ب یري قاعدهکارگ به
  )الف

  Cxxdxxdxxdx)xx( 









12

112

1
2
1

1222 

    :نی کند، یع ضریب ثابت از انتگرال عبور می) الف
  dx)x(fkdx)x(kf  

)fk)kf دقت کنیم در مورد مشتق نیز این قاعده برقرار بود، یعنی( (  
 

CxC)x(dxxdxx 





 31222 312999

  :جمع و تفریق در انتگرال) ب
   gdxfdxdx)gf(  

 ي مشتق نیز این قاعده بر قرار است، یعنی در محاسبه(  gfgf (  
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CxxCxx



 3

2
3

2
3

332
3

3
  

  
                                  )ب  Cxxsindxxdxcosdxxcos    555  
     )ج
                    Cxcosexdxsindxedxxsine xxx   333  
  

  

  3-1تذکر
 هر تعداد بلکه براي دو تابع، ي جمع و تفریق را نه تنها براي مجموع و تفاضل قاعده

  .کار برد توان به متناهی از توابع نیز می
  

  5-1مثال 
  .هاي  زیر را بیابید حاصل انتگرال

x(x(dx)الف 537 2                               ب (dx)x(  212  
)xx(dx)ج 22 2                                  د(dx)xx)(x( 131 2   

  )حل
                                                   )الف   dxxxdx)x(x 3521537 32  

dxxdxx   3521 3  

Cxx


2
35

4
21

24
  

)xx(dx)x(dx                                                     )ب 14412 22                           
                                                    dxxdxdxx 44 2 

Cxxx  2434
23

  

)xxxx(dx)xx(dx                                 )ج   44522 23422  

     dxxdxdxxdxxdxx 4452 234  

Cxxxxx  42435425
2345
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)xxx(dx)xx)(x(dx                                 )د 144131 232    

   dxxdxdxxdxx 44 23  

Cxxxx  24344
234

  
  

  6-1مثال 
12از تابعx(G(مشتق پاد  xx)x(f10 که را طوري بیابید )(G.  

  )حل
برابر باx(f(هاي تابع صورت کلی پادمشتق dx)x(fاست، اما داریم:  

Cxxxdx)xx(dx)x(f   231
232  

ــس Cxxx)x(Gپـ 
23

ــرط. 23 ــا از شـ 10امـ )(G ــم ــابراین 1Cداریـ و بنـ

1
23

23
 xxx)x(G.  
   

  4-1تذکر
ي خاصـی وجـود    قاعـده   هـا  انتگـرال یم گیري، براي ضرب و تقس خلاف عمل مشتق بر

  !ندارد
  
  
  
  
  
  :طور مثال داریم به

  xlnxxdxlnx
dx
d

     و     xsinxdxsin
dx
d 55   

  
  
  
  
  

  : گیري از انتگرال مشتق) ج

  )x(fdx)x(f)dx)x(f(
dx
d




  

  :گیري از مشتق انتگرال) د 
   C)x(fdx)x(fdxxf

dx
d

   
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  7-1مثال 
  :گیري از مشتق داریم ي انتگرال یري قاعدهکارگ بهبا 

C
xsin

xdx
xsin

x
dx
d













 


33 22
  

  و همچنین
       dxdxxtandx)xtan(xdxtan 222 111  

   


 dxdxxtan        

Cxxtan   
  

  توابع کل و نهایی 1-1-6
  ي کـل از   هـاي اصـلی انتگـرال نـامعین در اقتصـاد، یـافتن تـابع هزینـه         از جمله کاربرد

متغیـر   qاگر. ي نهایی و یا تابع در آمد کل از یک تابع درآمد نهایی معلوم، است هزینه
ي تابع  ترتیب نشان دهنده به q(TC(وMC)q(گاه اقتصادي باشد وي یک بن تولید روزانه

  :دانیم که  ي کل باشند، می ي نهایی و تابع هزینه هزینه
  )q(MC)q(TC

dq
d

  

  :بنابراین

 dq)q(MC)q(TC  
  ي کـل را بـا    تـوان تـابع هزینـه    ي نهـایی مـی   یعنی با معلـوم بـودن تـابع هزینـه    

دقت کنیم که در این صورت در نمایش . دست آورد  گیري از تابع هزینه نهایی به انتگرال
شود و این مجهـول بـه عنـوان     به عنوان یک مجهول ظاهر میCي کل، ثابت تابع هزینه

ــه  ــ  هزین ــر گرفت ــاه در نظ ــت آن بنگ ــاي  ثاب ــیه ــه  ه م ــی هزین ــود، یعن ــه   ش ــایی ک ه
  .وجود دارند0qلتحادر

  
  8-1مثال 

566ي نهایی یک بنگاه اقتصادي برابـر  اگر تابع هزینه 2  qq)q(MC  باشـد و بـراي 
4qي کل بنگاه را مشخص کنید باشد، تابع هزینه 200ي کل برابر هزینه.  
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  )حل
  dq)qq()q(TC 566 2 Cqqq  532 23  

C)(TCداریـم  0qدقت کنـیم کـه بـا قـرار دادن     0   ي  دهنـده  نشـان و ایـن مجهـول
با توجه به این که بنـا بـر   . ثابت تولید بنگاه بدون توجه به مقدار تولید استهاي  هزینه

2004مسئلهفرض  )(TCین مقدار مجهول پرداختي ا توان به محاسبه ، می:  
2004543424 23  C)()()()(TC  
  :ي کل بنگاه برابر است با بنابراین تابع هزینه. 100Cپس از انجام محاسبه داریم

)q(TC 100532 23  qqq  
  

و تابع درآمد کل q(MR(ي تابع درآمد نهایی یعنی به طریق مشابه با دانستن رابطه
، یعنیq(TR(یعنی  )q(MR)q(TR

dq
d

داریم ، dq)q(MR)q(TR.  
  

  9-1مثال 
q/)q(MRصورت اگر تابع درآمد نهایی یک بنگاه اقتصادي به 208  باشد، تابع درآمد

  .کل را بیابید
  )حل

Cq/qdq)q/()q(TR   2108208  
که باز هم ثابت انتگرال گیري به عنوان یک مجهول در تابع درآمد کل کنید  ملاحظه می
  روزانه صـفر باشـد  گاه وقتی تولید اما با توجه به این که درآمد کل این بن. ظاهر گردید

)0q( برابــر صــفر اســت ،)00 )(TR(تــوان نتیجــه گرفــت کــه ثابــت  ، پــس مــی  
  صورت بر صفر است، یعنی تابع درآمد کل بهگیري برا انتگرال

2108208 q/qdq)q/()q(TR    
  .خواهد بود

  

  1- 1هاي بخش  تمرین
  .کدام یک انتگرال بنویسیدمشتقات زیر را بیابید و براي هر .1



 11انتگرال    

      )الف










 3
2

x
x

dx
d  ب(






 42x

dx
d  

)ج tsinttant
dt
d

  د(       
 

 zsine
dz
d  

  .به کمک فرمول توانی براي انتگرال، حاصل هر قسمت را بیابید. 2
dss)الف dxx )ب  23

 3
duuu)ج   4  

dtt   )د 9 dv )ه  7
v 11
dx   )و  1

x
 8

1  

  .زیر را بیابید هاي حاصل انتگرال.  3

)الف  dx)
x

x( 57
)ب  43 



dx)xx( 7
94 5

1
3
2

 

)ج  dx)xx
x

( 35
4 dt                       )د  751

t
tt




2

35 4  
                )ه

   dz)z(z                     )و  13
 



 dx)e(
x22  

              )ز
 

ds)s(s 25 1  ح(dx)xtanxsecx(csc 22 2   
  )ط d)secsin( dx                         )ي  275

xsec
1  

  هاي با ذکر مثالی نشان دهید که رابطه. 4

   dx)x(gdx)x(fdx)x(g)x(f و



dx)x(g

dx)x(f
dx

)x(g
)x(f  

  .لزوماً برقرار نیستند
براي تابعx(G(چون پادمشتقی.  5 32 x)x(f   01بیابیـد کـه در شـرط )(G  صـدق

  .کند
  صورت ي نهایی یک بنگاه تولیدي به فرض کنیم تابع هزینه. 6

20670 2  qq/)q(MC  
 ي کل بنگـاه را  تابع هزینه. باشدواحد  200قلم کالا برابر 10ي کل تولید  براي  و هزینه

  .بیابید
 ساعت کار باشد و همچنین آهنـگ  tتابع تولید کارخانه اي پس ازt(P(فرض کنیم. 7



  2و مقدمات آمار  ریاضیات پایه     12

2برابر tي اي تولید در لحظه لحظه

4
1260 tt)t(P   تـابع . واحد در ساعت باشـد 

  .ن کارخانه را بیابیدتولید ای
  
  گیري روش تغییر متغیر در انتگرال 1-2

جـاي یـک    جدیـد بـه  تگرال گیري، استفاده از یک متغیرها در ان ین ترفندتر سادهیکی از 
  :هاي زیر توجه کنید حسب متغیر اولیه است، براي شروع به مثالعبارت بر

  
  10-1مثال 

dx)x(فرض کنید بخواهیم حاصل انتگرال  در این صورت کافی است . را بیابیم 21
21کــه اتحــاد مربــع مجمــوع دو جملــه اي در مــورد  )x(   ــرده و آن را را بــه کــار ب

221صورت به xx  راحتـی   ي جمع و فرمـول تـوانی بـه    بنویسیم، بنابراین بنابه قاعده
  :توان به محاسبه آن پرداخت  می

.Cxxxdx)xx(dx)x(   3211
3222  

dx)x(اکنون تصور کنید که بخواهیم حاصل انتگرال   بـدیهی  . را محاسبه کنـیم  1001
اي نیسـت کـه    گونـه  که توان عبارت داخل پرانتز در این انتگرال به است با توجه به این

  . بتوان از اتحاد خاصی استفاده کرد، پس بایستی به طریقی دیگر عمل نمود
  :صورت زیر انتخاب کنیم را به uگونه است که متغیر جدید روش کار بدین

ux 1  
  

du)x(dگیري از طرفین تساوي فوق داریم  با دیفرانسیل 1 یعنیdudx .  
  :بنابراین 

.C)x(Cuduudx)x(   101
1

1011
101101100100  

  
  11-1مثال

  .به تغییر متغیر پیشنهاد شده حاصل انتگرال را بیابید در هر قسمت با توجه
ux)                   الف 12                        وdx)x(x  452 12  



 13انتگرال    

ux)                     ب 3                              وdxx 3 3  
ux            )          ج  و                          4  dx)xcos( 4  

  )حل
uxدهــیم قــرار مــی) الــف 12 گیــري از طــرفین رابطــه فــوق  پــس بــا دیفرانســیل
du)x(dداریم 12یعنی ،duxdx 2 و لذا

x
dudx 2 .براینبنا:  

.C)x(Cuduu
x

duuxdx)x(x   46
1

462212
462464545452  

uxدهیم قرار می) ب 3 گیریم، پس داریم و از طرفین آن دیفرانسیل می:  
du)x(d 3  

dudxیعنی    یاdudx   بنابراین:  

.C)x(Cuduuduudxx 


  4
33

4
33

3
4

3
4

3
1

33  
uxدهیم قرار می) ج    :،  پس4

du)x(d 4  
dudxیعنی بنابراین  ،:  

.   C)xsin(Cusinuducosdx)xcos( 44  
  

نخسـت متغیـر جدیـدي    روش تغییـر متغیـر،    هاي قبل دریافتیم کـه در  به مثالبا توجه 
و جایگـذاري متغیـر   duکنیم و در ادامه با محاسـبه  طور مناسبی انتخاب می را بهuمانند

تبـدیل کنـیم کـه بـه     کنیم که انتگرال را به شکلی  می انتگرال داده شده، سعیجدید در 
سـب متغیـر   ححل انتگـرال بر  پس از. و قواعد انتگرال، قابل حل باشد ها فرمولکمک 

  .نوشت مسئلهحسب همان متغیر اولیه جدید بایستی جواب را بر
  

  5-1تذکر
ن دانشـجویا براي  برانگیز  موارد چالش، یکی ازرابتدا، انتخاب مناسب متغیر جدیدد شاید

ي کافی  توان در این زمینه داراي مهارت و تجربه فراوان میهاي  باشد، اما با انجام تمرین
بر بعد که به کمک روش  هاي میان ت افزایش سرعت، از فرمولتوان جه البته می. گردید
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  .استفاده کرداند، نیز مدهدست آ متغیر بهییرتغ
  C)x(fdx)x(f)x(f  2

2
  

  :داریم 1nطور کلی براي  و به

    C
n

)x(fdx)x(f)x(f
n

n 





 1
1

  
  :داریم 1nو در حالت 

  C)x(flndx
)x(f
)x(fdx)x(f)x(f 


  1  

گیـري   توانـد سـرعت محاسـبات را در انتگـرال     برزیر نیز مـی  هاي میان  همچنین فرمول
  :تر نماید بیش

Caxcos
a

axdxsin 



1  

  

Caxcos
a

axdxcos 
1  

  

Ce
a

dxe axax 
1  

  .کنید هاي  بالا را ملاحظه می در مثال زیر کاربردي از فرمول
  

  12-1مثال

                                                    )   الف  Cxsinxdxsinxcos  2
2

                                               

                                                        ) ب  Cedx)e(e
x

xx 


 2
22

2
  

                                       )                    ج    Cxdxxx 


 7
332

7262  

                )           د 
  Cxcosxdxcos)xsin(xdxcosxsin 8

877  

Cxcoslndx                           )  ه
xcos
xsindx

xcos
xsinxdxtan 


    

Cxxlndx)                                    و
xx

xdx
xx

x










 33

1
3
33

3
1

3
1 3

3
2

3
2
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)xsine(Cxcosedx                                   )           ز xx  2
2

5
1

2
55  

 

  2-1ي بخش ها نیتمر 
  .گرال را بیابیددر هر قسمت با اعمال تغییر متغیر داده شده، حاصل انت. 1

xu)                 الف            ,    dxxcos
x

1  

54)              ب 2  xu            ,          dx
x

x


54
3

2 
221)                ج yu            ,  dyyy  221

xu)                     د  19           ,            xdxcos19
)                   ه  xu          ,    dx)xsin(

 
12)                   و  xu          ,   

dx
x

x



32 1

5
 

2xu)                       ز           ,          dxxsinx 2
372)           ح  xxu        ,     dx)xx()x( 5

4
2 3772 

  .ددر هر قسمت تغییر متغیر مناسب را حدس زده و حاصل انتگرال را بیابی. 2

)الف   
 
  dxx

3034            ب(
 

dxxsin 3
dxxx )ج             43 5  

dttt) د   27 )ه                 2
 

dx
x

x
sin
 2

5
)و             

 
dx

x

x


 254
  

) ز   dsincos ) ح      424 dx
x
xln           ي(

 
dx

e
e

x

x

 1
         

  .بر حاصل هر قسمت را بنویسید هاي میان کاربردن فرمول با به. 3
)الف   

 
xdxtan)xtan(  )ب                 21

  xdxcosxsin 9  
  

)ج   
  xdxcot                                  د(

 
dx

x 21
1  
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)ه 
 

dx
xx

x
 



18
2

9
8

)و                           
 

dx
xlnx

1  
  

)ز
 

xd)xcosx(sin  )ح                  42
 

dx
e x 3

2  
 
  روش انتگرال گیري جزء به جزء 1-3
 فرمول جزء به جزء 1-3-1

کند و اغلب در  اده تبدیل میدشوار را به یک انتگرال سهاي  این روش برخی از انتگرال
اساس کار  .رود ب دو تابع هستند، به کار میضر صورت حاصل که بههایی  المورد انتگر

به جزء است کـه   ي استفاده از فرمولی موسوم به فرمول جزء روش جزء به جزء بر پایه
  :پردازیم اکنون به بیان آن می

  :داریم x(v(و u)x(براي توابع ضرب حاصلشتق ي م با اعمال قاعده
  uvvuuv   

  :گیري از طرفین رابطه فوق داریم با انتگرال
   


udxvdxvudxuv  
 با اعمال قواعدتوان  است وسمت راست آن را می uvاما سمت چپ تساوي فوق برابر

dxuduدیفرانسیلی  وdxvdv  به طریق دیگري نمایش داد، پس داریم:  
  udvvduuv  

  :شود صورت زیر حاصل می و در نهایت فرمول جزءبه جزء به
  vduuvudv  

  
  13 -1مثال

حاصل  xdxcosx را بیابید.  
  )حل

 ـا دهی ـدهایی که تـاکنون   این که یافتن حاصل این انتگرال به روشبه  با توجه ، میسـر  می
ي ریکارگ بهباشد،  دو تابع می ضرب حاصلصورت  که عبارت زیر انتگرال به نیست و این

ایـن راه انتخـاب   اولـین گـام در  . رسـد  سبی بـه نظـر مـی   روش جزءبه جزء انتخاب منا
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  :فرض کنیم. خواهد بود dvوuصحیح
xdxcosdv                        وxu   

داشـته باشـیم، را در ادامـه بررسـی     dvوuهاي دیگري که ممکن است بـراي  انتخاب(
  )کنیم می

  :است dvاز vو همچنین uاز duي دومین گام، محاسبه
dxdu     میریگ یماز طرفین دیفرانسیل    xu   

  xsinxdxcosv    میریگ یماز طرفین انتگرال   xdxcosdv  
  :ي این انتگرال استفاده از فرمول جزءبه جزء است سومین گام در محاسبه

                  
  

duvvudvu
dxxsinxsinxxdxcosx   

CxcosxsinxC)xcos(xsinx     
    

  6-1تذکر
، ثابت vراي محاسبهب dvگرفتن ازثال قبل دیدیم، در هنگام انتگرال که در م طور همان

هایی که به این طریق محاسبه  این نکته را در تمام انتگرال! گیري را حذف کردیم انتگرال
  .شوند، در نظر داشته باشید می

، بـراي  dvوuین قسمت کـار در روش جـزء بـه جـزء انتخـاب صـحیح      تر مهم
ی روش مشخصـی بـراي انجـام    حالت کل ـدر. است تر آسانآوردن یک انتگرال  دست به

اي کـه  اغلـب در انتخـاب مـا      نکته.وجود ندارد و یک عمل تجربی استکار سریع این
گیـري   ه پـس از مشـتق  را تابعی در نظر گیریم کuممکن است مفید باشد، این است که

کـه   بینـیم  مـی .آسـان باشـد  dvیعنـی مانـده   قسمت بـاقی گیري از انتگرال تر شود و ساده
xuگـرفتن ایـن نکتـه بـا در نظر   13-1درمثـال  وxdxcosdv   ًرعایـت شـده    کـاملا

xcosuحال در همان مثال اگر فرض کنیم که.است  بینـیم کـه   میxsin
dx
du

ازu 
  :تر اگر  یقدقطور  به. تر نیست ساده

xdxdv                              وxcosu   

  2
2xxdxv                 وxdxsindu   

  :صورت با جایگذاري مقادیر فوق در فرمول جزءبه جزء داریم در این
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xdxsinxxcosxdx)xsin(xxcosxxdxcosx   2222

2
1

222  
  

به انتگرالی به مراتب دشـوارتر   dvو uي انتخاب براي کنید که با این نحوه ملاحظه می
  !رسیم از انتگرال اولیه می

  
  14-1مثال

  .را بیابید dxxexحاصل 
  )حل

با در نظر گرفتن 







dxedv
xu
x  داریم








xev
dxduبنابراین:  

  

 . Cexedxexevduuvudvdxxe xxxxx     
  

  15-1مثال
انتگرال حاصل  xdxln را بیابید.  

  )حل
xdxlndvو 1uصورت به مسئلهیک انتخاب براي این   اما این انتخاب خود . است

مستلزم حل انتگرال xdxln صورت  اما انتخاب دیگر به!  باشد می







dxdv
xlnu است .  

  :در این صورت داریم











xv
x

dxdu

  
  :حال با قرار دادن مقادیر فوق در فرمول جزءبه جزء داریم

    Cxxlnxdxxlnxvduuvudvxdxln  
  

  7-1تذکر
چنـدین بـار اسـتفاده از روش     ممکن است حل انتگرالی به طریق جزء به جزء مستلزم

  .به مثال بعد توجه کنید. جزء به جزء باشد
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  16-1مثال
dxexحاصل انتگرال  x   .را بیابید 2

  )حل
2xuبا فرض    وdxedv x داریم:  

   xx edxev                             وxdxdu 2  
  :پس داریم

xdx)e()e(xvduuvudvdxex xxx 222      
                       (*)         


B

xx dxxeex    22  

 xتبـدیل بـه    2x(ي نسبت به انتگرال اولیـه دارد تر راحتشکل ) Bیعنی(انتگرال آخر
dxxeBي  مجدد از روش جزء بـه جـزء بـه محاسـبه     ي با استفاده. )شده است x  

  :پردازیم می
xuاگر    وdxedv x آنگاه داریم :dxdu   و   xx edxev  
  :پس

Cexedxexedxe)e(xdxxeB xxxxxxx    ــا ب
  :داریم(*) در  Bجایگذاري

.C)exe(exBexdxex xxxxx   22 222  
  

به روش جزء به جزء، ممکن است که پس از اعمال  ها انتگرالدر مورد حل تعدادي از 
در این حالت نیز  ها انتگرالبرخی از این . اولیه برسیم مسئلهاین روش دوباره به همان 

  :به مثال بعد توجه کنید. قابل حل هستند
 

  17-1مثال
xdxcoseAحاصل انتگرال  x را بیابید.  

  )حل
xcosuبا در نظر گرفتن    وdxedv x داریم:  

xx edxev                         وxdxsindu   
  :بنابراین داریم
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dx)xsin(ee)xcos(vduuvudvxdxcoseA xxx     
        (*)


B

xx xdxsinexcose       

باز هم به روش جزء به جزء به حل . گردیدBمنجر به حل انتگرالAلپس حل انتگرا
xsinuبا فرض. پردازیم می Bانتگرال  وdxedv x داریم:  

xx edxev                           وxdxcosdu   
  :پس 

AxsinexdxcosexsinexdxsineB xxxx    
  :داریم(*) در فرمول  Bبا قرار دادن مقدار

AxsinexcoseA xx   
  :بنابراین خواهیم داشت

xsinexcoseA xx 2  
  یعنی

)xsinx(cosexdxcose xx 2  
  :پس در نهایت داریم

.C)xsinx(cosexdxcose
x

x  2  
  

  3-1ي بخش اه نیتمر 
 .پیشنهاد شده، حاصل انتگرال را بیابید dvو uدر هر قسمت با توجه به. 1

dxedv)الف x3        و      xu    dxxe x3 
dxedv)ب x2         12     و  xu  dxe)x( x22 1   
dxdv)ج              2  و)x(lnu   dx)x(ln

2
  

dxedv)د x            و  xsinu   xdxsinex  
 .دي زیر را به روش جزء به جزء حل کنیها انتگرال. 2

xx((xdxcos) الف 2  ب (dx
x
xln

  
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) ج  dx)xln( dxxsinx) د  23 2  
  

  گیري روش تجزیه کسرها در انتگرال 1-4
در این . اي بر هم است کنیم که یک تابع گویا به شکل نسبت دو چندجمله یادآوري می

  ي ي تجزیـه  این روش بـر پایـه  . دهیم را ارائه می گیري توابع گویا قسمت روش انتگرال
اي بـه   بنـابراین نخسـت اشـاره   . است یجزئهاي  صورت مجموع کسر یا بهتابع گویک 

ها خواهیم داشت و در ایـن میـان  بحـث انتگـرال را نیـز پیگیـري       ي کسر بحث تجزیه
  .کنیم می
  
  
  
  
  
  

ي  همگی اعدادي دلخواه از مجموعـه  cو A,B,a,bعددي طبیعی وkدر تعریف فوق
042شرط )  ب در حالتو  0aاند که  یقیحقاعداد   acb برقرار است. 

042در واقع شرط  acb کند کـه عبـارت   بیان میcbxax 2  ـ  ه قابلیـت تجزی
  .شدن را ندارد

  .پذیر است به سادگی امکان) هاي  جزئی به فرم الف گیري از کسر طور کلی انتگرال به
  :بر براي کسر جزئی فرم الف   فرمول میان

   



















11

1
1

kC
k

bax
a
A

kCbaxln
a
A

dx
bax

A
kk

  

  

نباشد، با توجه سرممکن است به آسانی می) جزئی به فرم بهاي  گیري ازکسر اما انتگرال
این کتاب آورده نشده  مربوط به توابع معکوس مثلثاتی درانتگرال ي ها فرمولبه این که 

qpxxکنیم که مشتق عبارت  را بررسی می) یی به فرم بها انتگرالاست، ما تنها  2 ،
  .یا به طور کامل در صورت باشد و یا قابلیت ایجاد شدن داشته باشد

  

  تعریف 1-4-1 
  :هاي  زیر باشد گویایی است که به یکی از شکل   کسر جزئی کسر 

 )الف                  
 kbax

A


 )ب                              
 kcbxax

BAx




2
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  18-1مثال 

 .                           )                           الف
 

  Cxdx
x








 

 3
13

1
3 3

4  
  

Cxlndx   .   )                                                       ب
x


 73

3
2

73
2  

  

Cxlndx.    )                                       ج
x

xdx
x

x





  1
2
1

9
2

2
1

9
2

22  
  

Cxxlndx .           )                  د
xx

xdx
xx

x










 1162

1
116

62
2
1

116
3 2

22  
  
  دسته بندي توابع گویا 1-4-2

  :حالت زیر رخ دهد  3در یک تابع گویا همواره ممکن است یکی از 

مانند ( ي صورت بیشتر از مخرج باشد درجه) الف
12

3

x
x(  

مانند ( ي مخرج باشد ي صورت مساوي درجه درجه) ب
3
1




x
x(  

مانند ( ي صورت از مخرج کمتر باشد درجه) ج
43

1
2  xx

(  
  .گیرند قرار می) ي ج هاي  جزئی در این تقسیم بندي در  دسته دقت کنیم که کسر

اي نوشت که برابر  گونه توان با انجام یک تقسیم عبارت را به می) و ب) در حالات الف
در واقع اگر صورت آن تابع . باشد) از نوع جاي و یک تابع  حاصل جمع یک چندجمله

  صورت به یمیتقسباشد پس از انجام   x(q(و مخرج آن  p)x(گویا
  
  
  
  
  

 x(s(ي آیـد کـه درجـه    دست مـی  به s)x(اي برابر مانده و باقیr)x(خارج قسمتی مانند
توان به شـکل   ي مورد نظر را می بنابراین تابع گویا. کمتر است x(q(ي همواره از درجه
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  :زیر نوشت
         (*)

)x(q
)x(s)x(r

)x(q
)x(p

  
  

دقت کنیم که پس از انجام این تقسیم تابع گویاي 
)x(q
)x(s است) از نوع حالت ج.  

  
  8-1تذکر
هستند ابتدا با انجام عمل تقسیم ) و ب) گیري از توابع گویا که از نوع الف انتگرال براي

  .کنیم تبدیل می(*) ي  آن را به  شکل نمایش داده شده در رابطه
  

  19 -1مثال
  .زیر را محاسبه کنیدهاي  انتگرال

dx) الف
x
x

 12
3

) ب                          
 dx

x
x

3
1  

  )حل
x(r(xصورت پس از انجام عمل  تقسیم خارج قسمتی به) الف  اي  و باقیمانده

x)x(sصورت به  بنابراین. خواهیم داشت:  

11 22
3






 x
xx

x
x  

  

  :ي فوق داریم گیري از طرفین رابطه پس با انتگرال

.Cxlnxdx
x

xxdxdx)
x

xx(dx
x
x








  1

2
1

21
2

2
1

11
22

222

3
  

  :قسیم داریمبا انجام عمل ت) ب

3
413

1







xx
x  

  :بنابراین

.Cxlnxdx
x

dxdx)
x

(dx
x
x











  34
3

14
3

41
3
1  
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  ي توابع گویا به کسرهاي جزئی تجزیه 1-4-3
بنابر آنچـه کـه   . جزئی نوشتهاي  صورت مجموعی از کسر توان به هر کسر گویا را می

ا ي صورت کسر مساوي ی بندي کسرهاي گویا دیدیم، در حالتی که درجه در بحث دسته
صـورت   توان آن را به ي مخرج باشد، با انجام یک تقسیم جبري ساده، می بیش از درجه

ي  اي و یک کسرگویا  نوشت کـه در آن کسـر گویـا درجـه     مجموعی از یک چندجمله
تـوان تنهـا تجزیـه     پس بدیهی اسـت کـه  مـی   . است تر یشبي صورت  مخرج از درجه

  .ز صورت بیشتر است بررسی نمودي مخرج ا هاي  گویا را در حالتی که درجه کسر
ي  ي کسر گویا مراحل تجزیه

)x(q
)x(p :  

  .کنیم را تا جایی که امکان دارد تجزیه می) x(q(یعنی(مخرج کسر  :1ي  مرحله
  :ي مخرج کسر، دو نوع عامل ممکن است ظاهر شود پس از تجزیه :2ي مرحله

صورت ، بهkعامل خطی با تکرار - kbax .  
صورت ، بهkعامل درجه دوم با تکرار - kcbxax 2  042با شرط  acb که این ،

cbxaxشرط یعنی 2ناپذیر است تجزیه. 
اکنون براي عامل خطی: 3ي مرحله kbax  ي از تجزیهkکنیم میاستفاده اي زیر جمله:  

   k
k
bax

A...
bax

A
bax

A






 2

21  
12که در آن A,A,...,Ak اند و باید محاسبه شوند یثابتاعداد.  

همچنین براي عامل درجه دوم kcbxax 2 ي تجزیهk مرا داریاي زیر هجمل:  
  

   k
kk

cbxax

FxE...
cbxax

FxE
cbxax

FxE














222

22
2

11  
  

  .را مشخص نماییم ها آناند و باید  یثابتاعداد 1F,...,Fkو1E,...,Ekکه در آن
  

  )یک عامل خطی مرتبه اول تکراري( 20-1مثال

عبارت گویاي
 3
2

2
36





x
xxرا تجزیه نموده و انتگرال

 
dx

x
xx

 


3

2

2
  .را حل کنید36

  )حل
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بنـابراین  .است 3با تکرار  2xکنیم، مخرج کسر عامل خطی که ملاحظه می طور همان
  :است زیر صورت عبارت اي به داراي تجزیه

)1-1               (
   3

3
2

21
3

2

2222
36














x
A

x
A

x
A

)x(
xx  

ي بـالا را در  ، طـرفین رابطـه  3Aو  1A،2Aهـاي   براي محاسبه ثابت 32x   ضـرب
  :کنیم، داریم می

    32
2

1
2 2236 AxAxAxx   

                                                   32112
2

1 244 AAAxAAxA   
  :ي فوق داریم ي ضرایب در رابطه با مقایسه














024
64

1

321
12

1

AAA
AA

A

  
  : داریمبا حل دستگاه بالا













5
2

1

3
2
1

A
A
A

  

  :شود صورت زیر تبدیل می به) 1-1(ي  بنابراین رابطه

   323
2

2
5

2
2

2
1

2
36


















xxx)x(
xx  

  :ي فوق خواهیم داشت گیري از طرفین رابطه با انتگرال

   
dx

x
dx

x
dx

x
dx

)x(
xx

 















323

2

2
5

2
2

2
1

2
36     

                 dxxdxxdx
x  




 32 25222
1           

          
 

C
xx

xln 





 222
5

2
22 . 

                 
  )دو عامل مجزاي خطی مرتبه اول بدون تکرار( 21 -1مثال

  

گویاي عبارت
43

105
2 



xx
xرا تجزیه کنید و حاصل انتگرالdx

xx
x

 



43
105

  .را بیابید 2
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  )حل

  14
105

43
105

2 






xx

x
xx

x  
  

اي  تجزیـه بنابراین در مخرج کسر دو عامل خطی بدون تکرار ظاهر شـده اسـت، پـس    
  :داریمزیر بصورت

)1-2                   (   1414
105










x
B

x
A

xx
x  

ي فوق در با ضرب طرفین رابطه  14  xx داریم:  
)x(B)x(Ax 41105   

  :ي فوق داریم هدر رابط 1xبرقرار است، با قرار دادن  xي بالا براي هر مقدار رابطه
)(B)(A)( 41111015   

155یعنی  B3و بنابراینB .4همچنین با قرار دادنx3وB ي قبل  در رابطه
  :داریم

)()(A)( 433131545   
534یعنی A  2و لذاA.  

  :خواهیم داشت) 2-1(ي  رابطهرد3Bو2Aپس با قرار دادن مقادیر

   1
3

4
2

14
105

43
105

2 












xxxx

x
xx

x

  
  :بنابراین 

dx
x

dx
x

dx)
xx

(dx
xx

x
 














1

13
4

12
1

3
4

2
43

105
2 

 
                                                           Cxlnxln  1342 . 

  
  )عامل خطی به همراه عامل درجه دوم( 22-1مثال

کسـرگویاي 
xx 3

صــورت مجمــوعی از کســرهاي جزئــی بنویســید و حاصــل  را بــه1

dxانتگرال
xx 3

  .را بیابید1
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  )حل
  :ي مخرج کسر داریم با تجزیه

)x(xxx 123   
12امل درجه دومو عxمخرج عامل خطیبنابراین در x  ،که هر دو بدون تکرار هستند
  :پس. وجود دارد

)1-3            (
1

1
23 




 x
FEx

x
A

xx
  

xxي بالا در با ضرب طرفین رابطه 3 داریم:  
AFxx)EA(x)FEx()x(A  22 11  

  :ي فوق خواهیم داشت ي ضرایب در طرفین رابطه با مقایسه














1
0

0

A
F

EA

  
نوشـته  صـورت زیر  و ایـن رابطـه بـه    0Fو1A ،1E)3-1(ي  رابطهبنابراین در

  :شود می

1
11

23 




 x
x

xxx
  

  

  :ي فوق داریم گیري از طرفین رابطه با انتگرال
dx

x
xdx

x
dx

x
xdx

x
dx

xx  







 1
2

2
11

1
11

223  
                                             Cxlnxln  12

1 2 . 

 
  )عامل درجه دوم با تکرار( 23-1مثال

حاصل انتگرال
 

dx
x

xx





22

3

1
  .را بیابید 3

  )حل
12که مخرج کسر داراي عامل درجه دوم با توجه به این x  است، داریم 2با تکرار:  

)1-4                 (
   22

22
2

11
22

3

111
3















x

FxE
x

FxE

x

xx  
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ي فوق در با ضرب طرفین رابطه 22 1x داریم:  
2211

23 13 FxE)FxE)(x(xx 

)FF(x)EE(xFxE 2121
2

1
3

1                                                  
  :ي ضرایب در طرفین تساوي بالا داریم با مقایسه

31 E ،01 F ،22 E  02و F.  
  :شود نوشته میصورت زیر به) 4-1(ي  پس رابطه

   22222

3

1
2

1
3

1
3













x

x
x

x

x

xx

 
  :ي بالا داریم گیري از طرفین رابطه با انتگرال

   
dx

x

xdx
x

xdx
x

xx













22222

3

1
2

1
3

1
3  

                             dx)x(xdx
x

x
 




 22

2 12
1

2
2
3  

                                              Cx)xln( 



122 112

3 .  
  

  4- 1بخشهاي  تمرین 

کسرگویاي. 1
106

11167
2

234





xx
xxxxرا تبدیل به مجموعی از کسرهاي جزئی نمایید. 

 .هاي  زیر را بیابید حاصل انتگرال.  2

dx)الف
x
x

 


12
) ب  12

 
dx

x
x

  31
) ج    xx

dx
23  

  

dx)د
xx
xx

 


23

2 ) ه  122
  

dx
xx

xx
 


2

2

31
dx)و  4102

xx
dx

  872  
  

dx) ز
e

e
x

x

  21
dx) ح  

xx
xx

 


3

25 dx)ط  2
xx

x
 



44
103

2
2
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) ي
 

dx
xsin
xcos

  31
  

  
dx)ك

)xcos(xcos
xsin

  21
 )ل    xx ee

dx
32  

  
  انتگرال معین 1-5
یـک تعبیـر   ارائـه  ي کوتاهی به تعریف انتگـرال معـین، بـه سـراغ      این بخش با اشارهدر

ي بین انتگرال معین  رویم و سپس به بیان رابطه حالات خاصی میهندسی این مفهوم در
  .پردازیم یی از انتگرال معین میو کاربردهاو بنابراین 

  
  مجموع ریمان 1-5-1
ي بسته روي بازهfض کنیم تابعفر b,a  تعریف شده اسـت و     افـرازي از ایـن بـازه
  :صورت زیر باشد به

bxxxxxa nn  1210   
1اگر  iii xxxي  اندازهi         امین زیـر بـازه در افـراز فـوق باشـد، آنگـاه مجمـوع

i

n

i
i x)c(f 

1
]x,x[ي ي دلخواهی متعلق به بازه نقطه icکه در آن(  ii 1 مجموع ) است

  .شود نامیده میبراي افراز fریمان تابع
 نرم این افـراز گـوییم و آن را بـا نمـاد     را  ین زیر بازه در افرازتر بزرگي  اندازه

 هـا  بازهبه سمت صفر میل کند، پس بایستی تعداد زیر  نرم افرازاگر. دهیم نمایش می
  .nنتیجه خواهد داد که  0یعنی. نهایت میل کند به سمت بی nیعنی

 
  
  
  
  
  
  
  
  

  تعریف انتگرال معین 1-5-2 

ي بسته بازهتعریف شده برfتابع b,aپذیر نامیم اگر را انتگرال



n

i
ii x)c(flim

10
 

مقدار این حـد را بـا   موجود باشد و
b

a

dx)x(f  معـین  را انتگـرال   آننمـایش داده و

 .نامیمbبه aاز fتابع
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  عنوان مساحت تعبیر انتگرال معین به 1-5-3
ي بسته  روي بازه fتوان نشان داد که اگر تابع می b,a   پیوسته باشد آنگاه بر این بازه

ي  اکنون براي یک تابع پیوسته در بازه. پذیر است انتگرال b,a    به بیان تعبیـر هندسـی
  :پردازیم انتگرال معین می

ي بـازه بر fنمودار تابعزیر فرض کنیم مانند شکل) حالت الف b,a   در قسـمت بـالاي
  )0)x(fاین بازه داشته باشیمیعنی بر: (ها قرار گیرد xمحور

  
نمـایش دهـیم، آنگـاه انتگـرال      A(S(را  بـا  Aي شده حال اگر مساحت ناحیه مشخص

  :توان برحسب این مساحت بیان نمود میرا  bتا aازfمعین تابع

 
b

a

)A(Sdx)x(f  

  
  24-1مثال

2اگر x)x(f با رسم شکل و به کمک مساحت مقدار
3

0
dx)x(f را بیابید.  

  )حل
],[ي  بازهکه تابع مورد نظر در توجه به اینبا  ها قرارگرفته  xدر قسمت بالایی محور 30

  :است، داریم



 31انتگرال    

  

 
3

0

3

0
2 )A(Sdx)x(dx)x(f  

به شکل یک ذوزنقه است، بـا توجـه بـه     Aي  شود، ناحیه طور که ملاحظه می اما همان
در ارتفـاع ذوزنقـه    ها قاعدهمجموع  ضرب حاصلکه مساحت ذوزنقه برابر با نصف  این

است، داریم
2
213522

1
 ))(()A(S  و بنابراین 

3

0 2
21dx)x(f.  

  
  25-1مثال 

dx|x|مقدار انتگرال 


3

2
  .را بیابید 

  )حل
x|)x(f|تابع نمودار   شود یمدر شکل زیر دیده:  

  
  :بنابراین
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.
2

1333
2
122

2
13

2




)()()B(S)A(Sdx|x|  

ــت ب ــکل اگر) حال ــد ش ــرمانن ــابع  زی ــودار ت ــازهبر fنم ي  ب b,a ــور ــر مح  در زی
x0این بازه داشته باشیمیعنی بر: (ها واقع شود)x(f(  

  
  

  :خواهد بود Aي  ي مساحت ناحیه با قرینهبرابر bتا  aاز  fآنگاه انتگرال معین تابع 

)A(Sdx)x(f
b

a

  

  
  26-1مثال

dxxمقدار انتگرال 


0

2
  .را با رسم شکل بیابید 

  )حل
x)x(fتابعبا توجه به نمودار  داریم:  
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.2222
10

2




)()A(Sxdx  
زه بـا داراي ایـن خاصـیت باشـد کـه در    fتـابع ، نمودار اگر همانند شکل زیر) ت جحال

 b,a بالاي محورمودار درقسمتی از نxمحورها و قسمتی در زیرxها باشد:  

  
  

  :برابر است با  bتا  aاز  fدر این حالت انتگرال تابع 

)B(S)C(S)A(Sdx)x(f
b

a

  

  
  27-1مثال

x)x(fبا رسم نمودار تابع  مقدار انتگرال ،


3

2
dx)x(f را بیابید.  

  )حل
x)x(fبا توجه به نمودار تابع  رسم شده است، داریمکه در زیر:  
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.
2
522

2
133

2
13

2




)()()A(S)B(Sxdx  

  
  9-1تذکر

ي بازهدر fاگر تابعتوان نشان داد که  می b,a تعـداد متنـاهی نقطـه    دار بوده و در کران
  .پذیر است ناپیوسته باشد، آنگاه انتگرال

  
  28-1مثال

dx]x[حاصل انتگرال معین


2

2
  .را بیابید 

  )حل
x[)x(f[با توجه به نمودار تابع ي در بازه 22, ه است و رسم شدزیر، که در شکل

  :مشخص شده داریمهاي  به کمک مساحت

  
.)A(S)B(Sdx]x[




2

2
231  

  
  ي معین و نامعینها انتگرالي  رابطه 1-5-4

فرض کنید بخواهیم مقدار انتگرال معین  
2

1

2 1 dx)x( دسـت  هها ب را به روش مساحت 

کـه مسـاحت   خواهیم دید  ،ي مورد نظر رسم کنیم ر بازهاگر نمودار این تابع را د.آوریم
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داراي شـکل هندسـی   2xو1xهـا و خطـوط  xمحصور به نمـودار تـابع و محـور   
 ییمعـین کـارا   انتگـرال  ي هـا بـراي محاسـبه    اي نیست، پس روش مساحت شده شناخته

مناسب براي حـل ایـن   بنابراین طبیعی است که به دنبال روشی  !مناسبی نخواهد داشت
مفاهیم  ي یونددهندهجمله شاهکارهاي ریاضیات بوده و پزیرکه از ي یهقض. مشکل باشیم
معـین فـراهم    يهـا  انتگـرال  ي مناسبی براي محاسـبه نامعین است، ابزار و انتگرال معین

  :کند یم
  
 گرالاساسی حساب دیفرانسیل و انت ي یهقض 1-5-5

ي بر بازه fتابعاگر b,a پیوسته باشد و  C)x(Fdx)x(fآنگاه:  

 
b

a

)a(F)b(Fdx)x(f  

a(F)b(F(جاي نوشتن هب :داد قرار  معمولاًَ از نماد
a
b

)x(F استفاده خواهیم کرد. 

معین آشـنا خـواهیم   هاي  ي بالا در حل انتگرال قضیه استفاده از با چگونگی بعدمثال در
  .شد
  

  29-1مثال
  .معین زیر را بیابیدهاي  حاصل انتگرال

x((dx)الف  
3

0
x((dx)ب        2 

2

0

)ج          29


2

0
xdxcos          د (dxx

9

1
  

  )حل

)x(Cxxdxکه  به اینبا توجه ) الف  222
2

  :داریم

.2
2102

21022
0322

3
0
3222

2223

0







 ))(())((xxdx)x(  

)x(Cxxdxکه  با توجه به این) ب  399
  :داریم32
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.3
4603

8180
2

399
32

0

2 





 )()(xxdx)x(  

 .)                                                ج 102
2

0

20 







sinsinxsinxdxcos  

 .)                         د
3
52127

3
219

3
2

3
2 2

3
9

1

2
3

9

1

2
19

1











  )()(xdxxdxx  

  
  خواص انتگرال معین 1-5-6

حـل برخـی   پـردازیم کـه در   د انتگرال معین میموراکنون به بیان چند خاصیت اصلی در
  .ایی داردکارمسائل مربوط به انتگرال معین 

  :باشد، داریم fي تابع اي در دامنه نقطه aاگر) الف

 
a

a

dx)x(f 0  

ي بر بازه fاگر) ب b,a پذیر باشد آنگاه انتگرال:  

 
b

a

a

b

dx)x(fdx)x(f  

  :کند مشابه انتگرال نامعین، ضریب عددي از انتگرال معین عبور می) ج

 
b

a

b

a

dx)x(fkdx)x(kf  
  

  :انتگرال معین نیز برقراراستمورد تفریق مشابه انتگرال نامعین، در ي جمع و قاعده)د

   
b

a

b

a

b

a

dx)x(gdx)x(fdx)x(g)x(f  
  

  :پذیر باشد، آنگاه داریم انتگرال cوa،bي اي شامل سه نقطه ي بسته در بازهfاگر تابع) ه
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 
b

c

c

a

b

a

dx)x(fdx)x(fdx)x(f  

ي پذیر بربازه انتگرالتابعی fاگر) و b,a   باشد که بـراي هـرx   0در ایـن بـازه)x(f 

آنگاه حاصل انتگرال معین
b

a

dx)x(fعددي نامنفی است.  

ي بازهدر fاگر تابع) ز b,a ي ناپیوستگی  دراین بازه داراي تعداد متناهی نقطهندار وکرا
  .آنگاه بر این بازه انتگرال پذیر استباشد، 

  :تابعی فرد باشد، آنگاه  x(f(اگر) ح





a

a

dx)x(f 0  

  :تابعی زوج باشد، آنگاه x(f(اگر) ط
  

 



a

a

a
dx)x(fdx)x(f

0
2  

  
  30-1مثال

اگر 
3

0
10dx)x(f 3و

5

3
 dx)x(fآنگاه داریم:  

  )  الف 
5

0
13dx)x(f                            ب    ( 

5

5
0dx)x(f  

)  ج 
0

5
13dx)x(f                             د(       

3

0
505 dx)x(f    

   )ه 
5

0
393 dx)x(f  

  
  31-1مثال 

اگر 







 12
12

x,
x,x

)x(f  آنگاه داریم:  



  2و مقدمات آمار  ریاضیات پایه     38

.)                                الف 4202 220
2

2
0

2

0

2
 


 )(xxdx)x(f  

     )                                          ب 


2

1

1

2

2

2
dx)x(fdx)x(fdx)x(f  

.  123222 2
1

1
2

2
2

1

1

2
 


 xxdxxdx  

.                                              )      ج 1022 6
1

6

1

6

1
  xdxdx)x(f                     

  :داریم) و ج) هاي ب با توجه به قسمت) د

. 




6

1

1

2

6
2

7103dx)x(fdx)x(fdx)x(f  

  
  32-1مثال

حاصل انتگرال معین
e

xdxln
1

  .را بیابید

  )حل
کنیم که  ، ملاحظه می15-1با توجه به مثال  Cxxlnxxdxln .پس:  

. 1111
1

 )(ln)eelne(xxlnxxdxln e
e

  

  
  33-1مثال

dxxcosمعینهاي  حاصل انتگرال





2

2

dxxxو  


10

10
  .را بیابید 

  )حل
  :تابعی زوج است داریمxcosکه با توجه به این
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201222 20
2

0

2

2








 )(]xsinxdxcosdxxcos  

xx)x(fو همچنین بنا به فرد بودن تابع   0داریم
10

10




dxxx.  

  

  5-1بخشهاي  تمرین 
 هـا xهر قسمت و به کمک مسـاحت محـدود بـه نمـودار و محـور     با رسم شکل در.1

 .را بیابیدحاصل انتگرال معین داده شده 

x((dx) الف 



3

2
dx) ب       22

7

3
dxx)ج          4 

2

0
) د       1 dxx



1

1
2  

  .معین داده شده را حل کنیدهاي  انتگرال.2

)xx(dx) الف    43
4

0

2      ب(
 

dx)x(x



2

1

)ج            214
 

dxxex


3

3

4

  
)د   

 
dx

x

e

e

3

)ه                       2
 



0
xdxsinx                 و(

 
dxxx  1

8

3

2  

)ز   
  

dx
xcos
xsin




4

0
)ح              2

 
dx

e
e

x

x

 

1

0 2
)ط                 

 
dx

)x(x

e

e
 

3

1
1  

)ي

 

dxxtan





4

4

)ك                 

 








2

2

dsin                 ل(
 




1

1

2 1)xln(x  

1اگر .3
12

1
12















x,
x,x

x,
)x(f زیر را بیابیدهاي  آنگاه حاصل انتگرال. 

)الف 
3

2
dx)x(f  ب(

0

0
dx)x(f  ج(

1

0
dx)x(f  
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)د 


2
5

2
dx)x(f  ه(



2
1

1
dx)x(f  ز(dx)x(f



2
3

1
2  

  
  رال معینکاربرد انتگ 1-6
جمله تعیین مساحت محدود بـه  به بررسی کاربردهایی از انتگرال معین ازاین قسمت در

ي دلخـواه  یـک بـازه  هـا در xو محورfي داده شده تابعنمودار b,a   و همچنـین تعیـین
ي دلخـواه خـواهیم    در یـک بـازه  مساحت محصور شده به نمـودار دو تـابع داده شـده    

  .پرداخت
  
  یک بازهها درxمساحت محدود به منحنی و محور 1-6-1

  :صورت شکل زیر باشد به x(f(فرض کنیم نمودار تابع

  
  

  :بیان شدطور که درقسمت قبل  همان


c

a

dx)x(f)A(S  ،
d

c

dx)x(f)B(S  و
b

d

dx)x(f)C(S  

هـا در   xو محـور  x(f(ي محـدود شـده بـه نمـودار تـابع      بنابراین مساحت کل ناحیه
ي بازه b,a با برابر است:  

S(کل)=  
b

d

d

c

c

a

dx)x(fdx)x(fdx)x(f)C(S)B(S)A(S  

لـب یـک   قادر قبل را سمت راست آخرین تساويرسه انتگرال موجود درتوان ه البته می
  :نوشتانتگرال زیر
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  10-1تذکر

ي ها در بـازه xو محورfي مساحت محدود به نمودار تابع محاسبهدر هنگام اگر b,a ،
ت پـایین و  قسـم که نمـودار در هایی  رد نظر را رسم نمود و قسمتبتوان نمودار تابع مو

راحتـی   بـه ي مسـاحت کـل    را مشخص کرد، محاسبهها قرار گرفته است xبالاي محور
ي بـازه را درx(f(ابتـدا تـابع  صـورت    غیر ایندر.پذیر است امکان b,a  علامـت   تعیـین

ي مثبـت و یـا منفـی اسـت مشـخص      که این تابع داراي مقدارهایی  خواهیم کرد تا بازه
  .گردد

  
  34-1مثال 

21مساحت محدود به نمودار تابع x)x(f و محورxي ها در بازه 20,را بیابید.  
  )حل

  :با توجه به تعریف داریم

S (ناحیه محدود) =  
2

0

2

0
dx)x(fdx)x(f  

21تابع حال ابتدا به تعیین علامت x)x(f  ي  در بازه 20, پردازیم می:  
را مشـخص   هـا  طـول نقاط برخورد نمودار و محـور   0)x(fي در آغاز با حل معادله

  .کنیم می

  تعریف  1-6-2 
ي بر بازه fاگر تابع b,a )اشـد،  پیوسـته  و کرانـدار ب  ) بجز در تعداد متناهی نقطه

ي آنگاه مساحت کل ناحیه محدود به نمودار تـابع و محورهـا در بـازه    b,a   برابـر
  :با است

dx)x(f
b

a
               

 

S (ناحیه محدود) = dx)x(f
b

a
  
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1010 2  xx)x(f  
ي  ي اولی در بازه ط ریشهفق 1xو1xي  از بین دو ریشه 20, بارسـم  . قرار دارد

  :این بازه داریمجدول تعیین علامت در

  
  

ي  بازهبینیم که در بنابراین می 10, تابع)x(fي بازهمثبت و در 21, پس منفی است:  
  
  

.)xx()xx(dx)x(dx)x(

dx)x(fdx)x(f

23311
2

1

31

0

31

0

2

1

22

1

0

2

1





 

 
  

  
  35-1مثال

xcos)x(fي محـدود بـه نمـودار تـابع     مساحت ناحیـه   و محـورx  ي  هـا را در بـازه





 

22   .محاسبه کنید ,
  )حل

xcos)x(fبا توجه به نمودار تابع  شده است، داریم رسمزیر که در شکل:  

  

S (کل) = dx)x(fdx)x(fdx)x(f  
2

1

1

0

2

0
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S (ناحیه محدود) = 222
2

2

2

2







 











sinsindxxcosdxxcos . 

  36-1مثال
xxx)x(fمسـاحت ناحیــه محــدود بــه نمـودار تــابع   223 محــور ،x هــا را در

ي بازه 11, بیابید.  
  )حل

  :بنا به تعریف داریم

S(ناحیه محدود)= 



1

1

23
1

1
2 dxxxxdx)x(f  

0223ي  با حل معادله  xxx 0: داریمx ،1x و
2
3

x.  
ي  در بازه 0xي  از بین این سه ریشه تنها نقطه 11, بـا تشـکیل    نیبنابرا. قرار دارد
ي  جدول تعیین علامت در بازه 11, ر داریمصورت زی به:  

  
  :بنابراین 

S (ناحیه محدود) = dx)x(fdx)x(fdx)x(f  


1

0

0

1

1

1
 

 .2
31

0

0

1
 



dx)x(fdx)x(f                

S (ناحیه محدود) = 222
2

2

2

2







 









sinsindxxcosdxxcos . 

  
  مساحت ناحیه محدود به نمودار دو تابع 1-6-3

ي  بازهبر x(g(و f)x(ي تابع پیوستهبراي دو b,aاگر ،A     ناحیه محـدود بـین نمـودار
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axخطوط و ها آن    وbx   باشد، آنگاه مساحت ناحیه مورد نظر  برابر است با:  

 
b

a

dx)x(g)x(f)A(S  
  

  37-1مثال
3x)x(fتوابـع ي محدود به نمودارهاي  مساحت ناحیه  وxx)x(g  را در بـازه   2

 10, بیابید.  
  )حل

  :ي مورد نظر باشد، بنابراین مساحت ناحیه Aفرض کنیم که

dxxxxdx)x(g)x(f)A(S  
1

0

23
1

0
  

  :مکنی اکنون عبارت داخل قدر مطلق در انتگرال فوق را تعیین علامت می
010 223  )xx(xxxx  

 
اسـت و ایـن از لحـاظ     0xشـود برابـر   ي فوق حاصل می تنها جوابی که براي معادله

  0xتنها یک مرتبه در نقطه اي به طول  gو fهندسی به این معناست که نمودارهاي
  :با رسم جدول تعیین علامت داریم. کنند گر را قطع مییکدی

  
  

ي در بازه xبنابراین براي هر 10, داریمxxxxxx  2323  
  

  :پس 

dx)xxx(dxxxx)A(S   2
1

0

3
1

0

23

  

.12
5

234

1

0

234
 )xxx(  
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  11-1تذکر
ي  در بـازه x(f(عتابنمودار) انند شکل رسم شده در زیرهم(اگر b,a    بـالاتر ازنمـودار
  :گیرد، آنگاه  قرار می x(g(تابع

dx))x(g)x(f()A(S
b

a
   

  
  

  38-1مثال 
26مساحت ناحیه محدود به نمودار توابع xx)x(f   وxx)x(g 22  را بیابید.  

  )حل
طور صریح داده نشده است، در اینجا با  گیري به ي انتگرال کنیم که در این مثال بازه دقت

x(g)x(f(ي حل معادله   0، داریمx4وx. 
ــع ــودار تواب ــه  gو fنم ــردو ب ــه ه ــهمصــورت  ک ــکل  و هســتند یس ــده زیردر ش   دی

  :می شوند

  
اي است که ازبـالا محـدود    گونه به Aي شود، ناحیه شکل فوق دیده میطور که در همان
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 0xهـاي  دو نقطه با طولاست و این دو تابع در gو از پایین محدود به تابعfبه تابع
4xبنابراین . کنند یکدیگر را قطع می:  

dx)xxxx(dx))x(g)x(f()A(S 26 2
4

0

2
4

0
   

.3
64

3
2428

4

0

32
4

0

2   )xx(dx)xx(  
  

  39-1مثال
2xyهاي  ي محدود بین نمودار مساحت ناحیه ،xy 2 وxy  را محاسبه کنید.  

  )حل
گیـري ابتـدا محـل برخـورد ایـن سـه منحنـی را         هاي انتگـرال  ن بازهبراي مشخص شد

  .کنیم مشخص می
  :آیند دست می مختصات نقاط تلاقی این سه منحنی از حل سه دستگاه زیر به

)1    (









xy
xy
2

2
                 )2     (










xy
xy 2

                   )3     (









xy
xy
2

  

  :داریم) 1(در مورد دستگاه 

xx 22     02  )x(x  42
00




yx
yx 

),(ي تلاقی پس دو نقطه ),(و00   :داریم) 2(در مورد دستگاه . حاصل گردید42

xx 2    01  )x(x    11
00




yx
yx  

  
),(در این مورد نیز نقاط ),(و00 ) 3(همچنـین بـا حـل دسـتگاه     آینـد و  دسـت مـی   بـه  11

),(ي نقطه   .شود حاصل می 00
  .رسم شده استدر شکل بعد  ها آنتلاقی دار این سه منحنی و محل نمو
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xyاز بالا بـه نمـودار   Aي کنید، ناحیه طور که در شکل فوق ملاحظه می همان 2  و از
xyنمودارپایین به دو 2وxy  ناحیهپس مساحت  .ود شده استمحدAتوان   را می

نظـر  شـود، در  دیده مـی زیرهاي  نمودارکه در Cو Bصورت مجموع مساحت نواحی به
  :گرفت

  
  :پس

  )C(S)B(S)A(S   
            

2

1

2
1

0
22 dx)xx(dx)xx(  

.6
7

3
113

222
0

2
1

32
3

2
3

2
222

1

3
21

0

2











 )()()()xx(x ]]  

  

  6- 1بخشهاي  تمرین 
 .ها را بیابیدxو محورfي در هر قسمت مساحت محدود به نمودار تابع داده شده. 1
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x(f(xx) الف 43    در بازه 22,  
x(f(x) ب  در بازه  4 40,  
xx) ج ee)x(f  ي  در بازه 11,  
332) د )x()x(f  در بازه 10,  

 .هر قسمت مساحت ناحیه محدود بین دو تابع داده شده را بیابیددر. 2
x(f(2x) الف   وx)x(g  ي  در بازه 11,  
x(f(3x) ب     وx)x(g  ي  در بازه 11,  
x(f(3x) ج   2وx)x(g   
2) د

2


x
)x(f  2وx)x(g   

x(f(x) ه 27    1و x)x(g    و
2

2 x
)x(h


  

  
  هاي اقتصادي انتگرال معین کاربرد 1-7

کمتـري در  هـاي   گیري، کـاربرد  قایسه با مشتقمگیري در انتگرالمروزه براي بحث تا به ا
علم اقتصـاد  نمونه از کاربرد انتگرال معین دردراینجا به ذکر دو . پیدا شده استاقتصاد 

  .پردازیم می
  
  کننده مازاد مصرف 1-7-1
هـاي مختلـف خریـداري     یمـت ي مقادیري از کالا اسـت کـه در ق   کننده بع تقاضا بیانتا

)y,x(ي  در نقطـه اگـر تعـادل بـازار    کـه  کنـد  یم ـعلم اقتصاد بیـان  .شود می برقـرار   00
ــر  (شــود ــالایی براب ــت ک ــی قیم ــا آن   0yیعن ــاظر ب ــاي متن ــدبا 0xو تقاض ــاه ) ش آنگ

سـود بیشـتري   یمتی بیش از قیمت بازار باشـند،  کنندگانی که مایل به پرداخت ق مصرف
ي  ي ناحیـه  هوسـیل  کننده به تحت مفروضات اقتصادي، میزان  سود مصرف. خواهند برد

0yyتابع تقاضـا و بـالاي خـط افقـی     محدود به زیرنمودار     شـود  مـی نمـایش داده .
کننـده تعریـف    را مـازاد مصـرف   و آننمایش داده  S.Cنظر را با ي مورد همساحت ناحی

کننده چیزي نیست بجز اختلاف بین آنچه کـه   به لحاظ اقتصادي مازاد مصرف. کنیم می
  .پردازند با آنچه که واقعاً میندگان حاضر به پرداخت آن هستند، کن مصرف
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  :اریمبا توجه به شکل بالا د

0
0

0
0

yxdx)x(fS.C
x

 

  
  
  
  
  

  

  
  40-1مثال 

22اگر تابع تقاضاي بصورت x)x(f 10کننده را در باشد، مازاد مصرف xبیابید.  
  )حل

ي مشـخص شـده در    مساحت ناحیه. رسم شده استنموداراین تابع تقاضا درشکل زیر
  .استکننده  برابر با مازاد مصرف زیرشکل 

  

0xxتا  0xمساحت زیر منحنی  از    مستطیلی زیر  مساحت ناحیه
 ناحیه میزان سود مصرف کننده
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.
3
21321211 1

0

31

0

2
1

0
  ]xxdx)x()(dx)x(fS.C  

  
  مازاد تولیدکننده 1-7-2

متفـاوتی  هـاي   هایی اسـت کـه بـا قیمـت     هاي مختلف از کالا تابع عرضه، نشانگر مقدار
)y,x(ي اگر تعادل بازار در نقطه. شوند عرضه می هـایی   ایجاد گردد، آنگاه تولیدکننده00

کل سود ایجاد . برند باشند، سود می) 0yیعنی(بازار  ي کالا زیر قیمت که مایل به عرضه
 تحـت . دهـیم  نمـایش مـی   S.Pشده براي تولیدکننده را مـازاد تولیدکننـده نـامیم و بـا     

مفروضات خاص اقتصادي این مقدار برابر با مساحت بالاي نمودار تابع عرضـه و زیـر   
0yyخط افقی یـا همـان    کننـده  ، مازاد مصرفبا توجه به نمودار زیر. استS.P   برابـر

عرضـه  ، منهاي مساحت سطح زیـر منحنـی   0yو 0xبا مساحت مستطیلی با ابعاد است

0xxتا0xاز یعنی
0

0
00

x

dx)x(fyxS.P.  

  
  

  41-1مثال 
23ي کــالایی برابــر تــابع عرضــهاگر  xy  باشــد، آنگــاه مــازاد تولیدکننــده را بــه

100ازاي y بیابید.  
  )حل

100با قرار دادن مقدار  y  23در  xy 20داریم x .براینبنا:  



 51انتگرال    

.14
4

20120 2
0

2

0

4
3

0
00

0
  ])xx(dx)x(dx)x(fyxS.P

x

  

  

  7- 1هاي بخش تمرین 
ــه . 1 ــا و عرضـ ــع تقاضـ ــه توابـ ــالایی بـ ــا  ي کـ ــر بـ ــب برابـ 216ترتیـ x)x(f  و  
x)x(g    .مازاد تولید کننده و مصرف کننده را بیابید. است4
  )شود اصل مینقطه تعادل از برابر قرار دادن تابع عرضه با تقاضا ح: راهنمایی(
281000صورت کننده به مصرف کی يبراتابع تقاضا اگر. 2 x)x(f   باشد، آنگاه مازاد

900کننده را براي مصرف x بیابید.  
32صورت  تابع عرضه براي کالایی بهاگر. 3  xy  کننـده را   مازاد تولید آنگاهباشد

150براي  y بیابید.  
 
  آشنایی با معادلات دیفرانسیل 1-8

علوم اقتصاد و مـدیریت، بـا یـک معادلـه     ممکن است دربرخی ازمسائل مطرح شده در
ي  اي را یـک معادلـه   چنـین معادلـه  . شامل مشتقات یک تابع مجهـول، مواجـه گـردیم   

یـن قسـمت آشـنایی مختصـري بـا مفهـوم معـادلات        در اهـدف مـا   . دیفرانسیل نامیم
  .دیفرانسیل است

  
  
  
  
  

  
  
  

ي  است و مرتبه xنسبت به yام nدر تعریف قبل، مشتق n(y(دقت کنیم که منظور از
  .ي دیفرانسیل در واقع  برابر با بالاترین مشتق موجود در معادله است یک معادله

  

  تعریف  1-8-1 
  صورت  اي بهمعادله 

0 )y,,y,y,x(F )n(  
  .نامیم nاست، معادله دیفرانسیل مرتبهxتابعی مجهول  برحسب yدر آنرا که 
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  42-1ل مثا
  یک از معادلاتهر 

xcosyyy  32  
032 3

34
5

5
 x

dx
dyxy

dx
yd)

dy
yd(  

123 47  yxyxyxy )()(  
  .هستند 7و  5، 2هاي ترتیب معادلات دیفرانسیل از مرتبه به

  

  
  
  
  
  
  
  
  

  43-1مثال
xcosyتحقیق کنید که تابع 0دیفرانسیل ي  جوابی از معادله yy است.  

  )حل
xcosy                     وxsiny   

  :و  بنابراین
.0 xcosxcosyy  

  
  44-1مثال

xxتـابع   cنشان دهید که براي  هـر عـدد حقیقـی و ثابـت     ceey 2    جـوابی از
xeyyي دیفرانسیل معادله    .است2

xx ceey 22    
  :بنابراین

  تعریف  1-8-2 
  فرانسیل معادله دی

0 )y,,y,y,x(F )n(  
x(fy(هر تابع. را در نظر گیریم  ي فوق صدق کند را یک جـواب   که در معادله

یک معادلـه دیفرانسـیل را،    هاي  ي تمام جواب مجموعه. نامیم آن معادله دیفرانسیل
  . معادله نامیم آن یعمومجواب 
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.eceecee
)cee(ceeyy

xxxxx

xxxx








22

22

222
222  

  
  معادله دیفرانسیل جدایی پذیر 1-8-3

از گیـري   صورت زیراست که با انتگـرال  دیفرانسیل مرتبه اول بهي  ترین نوع معادله ساده
  :طرفین آن قابل حل است

)x(fy        یا)x(f
dx
dy

  
  

  45-1مثال
12معادله دیفرانسیل   xsiny  10را با شرط )(y حل کنید.  

  )حل

22
1 xsin

y    یا
22

1 xsin
dx
dy

  
  :بنابراین

dx)
xsin

(dy
22

1
  

  :ي فوق داریم گیري از طرفین رابطه اکنون با انتگرال
dx)xsin(dy   22

1  
  :پس

cxcosxdx)xsin(y   2222
1  

10اکنون با توجه به شرط  )(y  مقدارc یابیم را می:  
cc

)cos(
)(y 

2
1

2
0

2
001  

بنابراین تـابع  . شود حاصل می21cکه مقدار
2
1

22


xcosx
y   عنـوان جـواب    بـه

10ده با شرط معادله دیفرانسیل داده ش )(y شود حاصل می.  
  

  12-1تذکر
  :ي اول به فرم زیر است صورت کلی یک معادله دیفرانسیل جدایی پذیر مرتبه
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)x(gy)y(f         یاdx)x(gdy)y(f   
براي حل این معادله دیفرانسیل همانند مثـال قبـل، کـافی اسـت از طـرفین آن انتگـرال       

  .یریمبگ
  

  46-1مثال
معادله دیفرانسیل 

y
xy
21

2


 را حل کنید.  
  )حل

y
x

dx
dy

21
2


  
  :شود که از آن نتیجه می

xdxdy)y( 221   
  :ي فوق داریم گیري از طرفین رابطه با انتگرال

  xdxdy)y( 221  
  :یعنی

cxyy  22  
ي  صــورت رابطـــه  دیفرانســیل داده شـــده بــه   معادلــه  یعمـــومبنــابراین جــواب   

c)xy(yضمنی    .است22

  8-1هاي بخش  تمرین 
 .ي معادله دیفرانسیل داده شده را مشخص کنید در هر قسمت مرتبه. 1

(xy)الف
dx

yd(xcos
dx

ydxsin 22
2

3
3

  
  

036)ب 3  xlnx)y(y  
  

032)ج 2
5

5
 qt

dt
qd

dt
dq  

  
0321)د  )yyy)(y(  
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در هر قسمت بررسی کنید که آیا تابع داده شده، جواب معادلـه دیفرانسـیل متنـاظر    . 2
 است؟

) الف
x
cx

y 
2

 yxyx   
  

xsinxcosy)ب 34  0 yy  
  

2)ج
1

x
xy 

 03  yy)x(yx  
  

xsecy)د  42 y)y(yy   
  

ycexyتابع cنشان دهید که براي  هر عدد حقیقی و ثابت. 3  جوابی از معادله  
11دیفرانسیل  y)yx(است.  

 
  .معادلات دیفرانسیل جدایی پذیر زیر را حل کنید. 4
 

3yy)الف
dx
dy

x   ب(xx eyy)e( 1  
  

0)ج ylnyxcos
dx
dy  د(

xx
xy



 2

12  
  

  گوناگون فصل اولهاي  تمرین
  
  .نامعین زیر را حل کنیدهاي  انتگرال. 1

dxxesec )الف     xtan dx )ب                       2
x
x
 


2
1  

  

 )ج     dx
xlnx

x((dxx )د                                1 1  
  

dx )ه    
x

x


 39 3

2
xdxcosxsin )و                             2  
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dx )ز    
x

)xcos(
                             ح( dxxx  12  

  

dx )ط   
xsin

xcos
 1

dx )ي                              
x
xln


 3  

  

dx )ك   
xcos

xsin
  51

dx )ل                            5
x

xx



5

72  

 )م     )x(x
dx
1

dx )ن                             
xxx

xx
 



22
143

23
2

  
  

 )س     )xln)(xln(x
dx

dx )ع               13
)x(x

xx
 



1
2

2
24

  
  

dx )ف   
x

x


12
x(ln(dx )ص                            3  

  

xdxsec )ق      )ر                             2 xlnx
dx  

  .معین زیر را حل کنیدهاي  انتگرال. 2

 )الف     
1

0
1 dxx                       ب( dxxtan


3

0
  

  

dx )ج   
e

ln

x 

5

0 1
dx|xx| )د                          1




1

1

21  
  

 )ه   
7

2

e

e
xlnx

dx                                و( dx]x[
2

0

2  

  

dxeX )ز    x
3

1

dx|x| )ح                             2 
2

0
1  
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dx )ط  
)x)(x)(x( 

1

0 321
dxxln )ي           1

e


1

  
  
  .مساحت محدود شده در هر قسمت را بیابید. 3
 

62) الف  xx)x(f محور   وx ها  
  

3) ب 1 x)x(f  1خطوط  وx 2وx  
  

x(f(xsin) ج وxcos)x(g  ي  بازهدر],[
2

0   
  

) د
x

)x(f



1

ي  بازهدر1 43,  
 
x(f(x) ه  x)x(gو1  ],[ي  بازهدر1 21  
  

x(f(xxe)و  وx)x(g  ي  بازهدر],[ 10  
  

  :نشان دهید. 4





2

0

2

0
dx)x(cosfdx)x(sinf  

  
 نشان دهید. 5




 




3

5
2

5

3
2 1616 x

dx

x

dx  
  

  صورت تابع هزینه نهایی یک بنگاه اقتصادي بهاگر. 6
542  qq)q(MC  

  

  .ي کل را بیابید باشد، آنگاه تابع هزینه 2باشد، و هزینه ثابت برابر با 
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216اي برابر با نهایی مؤسسه اگر تابع درآمد. 7 q)q(MR کـل   درآمـد  باشد، آنگاه تابع
  .را بیابید

239صـورت اگر تـابع تقاضـاي کـالایی ب   . 8 xy     کننـده   باشـد،آنگاه مـازاد مصـرف
رايراب

2
5

0 x  00و y بیابید. 

2ترتیـب برابـر   عرضه و تقاضا براي کالایی به توابعاگر .9 x)x(f4و x)x(g 
    .کننده را محاسبه کنید کننده و تولید باشد، آنگاه مازاد مصرف



  2فصل 

  و ماتریس بردار

  هدف کلی
واعمـال جبـري   هـا   م و تعاریف بردارها و ماتریسهدف کلی این فصل آشنایی با مفاهی

  . باشد ها می روي آن
  

    اهداف رفتاري
  :دانشجو پس از مطالعه دقیق این فصل باید بتواند

  .با تعریف بردار و خواص ابتدایی آن آشنا شود. 1
 .بردار آشنا شود با اعمال جبري بر روي یک. 2
 . را توضیح دهد مفهوم ضرب داخلی دو بردار و نرم آن. 3
 .هاي خاص آشنا گردد با تعریف ماتریس و ماتریس. 4
 .طور کامل فراگیرد ها را به اعمال جبري بر روي ماتریس. 5
 .دترمینان یک ماتریس مربعی را محاسبه نماید و با خواص آن آشنا گردد. 6
 .روش ماتریس الحاقی وارون یک ماتریس داده شده را محاسبه نمایدبا استفاده از . 7
 .با کاربرد وارون یک ماتریس در رمزنویسی آشنا شود. 8
 هـا بـراي محاسـبه    آنازوي یک ماتریس را بیـان نمـوده و   اعمال سطري مقدماتی ر. 9

  . وارون یک ماتریس استفاده کند
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  مقدمه
جملـه مباحـث   هـا کـه از   بـرداري و مـاتریس  بري ج ظریـه اجمالی با ندراین فصل بطور

در واقـع مفهـوم بـردار و    .علوم مختلف است، آشنا خواهیم شدریاضیات در  کاربردي
البته . گیرد ورد استفاده قرار میماتریس به عنوان ابزاري در ساده سازي مسائل مختلف م

چنـد   دسـتگاه معـادلات  یـک  حـل  ها را درفصـل بعـد، در     ماتریسین کاربرد جبرمهمتر
  .مجهولی، خواهیم دید

  
 بردارها2-1
  مقدمه2-1-1

بـه  . نمـود ماتریسـی تعبیر ي جبر تشـکیل دهنـده  هاي  توان به عنوان بلوك بردارها را می
اي بـا   رسد کـه آشـنایی اولیـه    ها، ضروري به نظر میهمین دلیل قبل از بررسی ماتریس

از ها و برخی    دماتی برداراین بخش به معرفی مقدر. ها داشته باشیم و تعاریف آن مفاهیم
  .ها خواهیم پرداخت خواص آن

  
  

  
  
 
  
  

برداربعنوان مثال 







 3

2
Xي  و مؤلفه2ي اول آن عدد باشد که مؤلفه داراي دو مؤلفه می

  .است 3دوم آن عدد

در حالت کلی به نمایش




















nx

x
x

X

2
1

  .نامیم بعدي - nیک بردار  

  
  
  

  

  تعریف 2-1-2
ها  عبارتست از نمایش ستونی براي یک یا چند عدد، که به هر یک از آنبرداریک 

  .شود آن بردار گفته می هاي مؤلفه
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  1-2مثال 

را طوري بیابیدکه دو بردار bوaمقادیر










a

X 21
و2










 2a
b

Y مساوي باشند .  
  )حل

هاي  با توجه به این که دو بردار مورد نظر داراي بعد یکسانند، تنها کافی است که مؤلفه
aaو2bباشد، بنابراین باید داشته باشیممتناظرشان برابر  212  1ودر نتیجهa.  

  

  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  تعریف 2-1-3

دو بردار 




















nx

x
x

X

2
1

و 




















my

y
y

Y

2
1

  :را مساوي نامیم اگر 

mn)الف )بعد باشند همبردار یعنی دو(  
ــراي هــر  مؤلفــه)ب ــاظر در هــر یــک مســاوي باشــد، یعنــی ب داشــته iهــاي متن

iiباشیم yx .  
  

  تعریف 2-1-4

برداري  ترانهاده




















nx

x
x

X

2
1

   :دهیم و عبارتست از نشان می tX را با 

          n
t x...xxX 21. 
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  2-2مثال

جمع دو بردار







3
و 2

















2
3
0

امکان پذیر نیست و براي دو بردار 
















3
2

1
و  

















3
1
2

  : داریم

.



















































6
1

3

3
1
2

3
2

1
  

  

  تعریف 2-1-5

دربردارtلخواهضرب اسکالر عدد د




















nx

x
x

X

2
1

نمایش داده و  tXرا با نماد

عبارتست از




















ntx

tx
tx

tX

2
1

  شود ضرب می Xهاي بردار در تمام مؤلفه tیعنی عدد . 

 

  تعریف 2-1-6

اگر




















nx

x
x

X

2
1

و




















ny

y
y

Y

2
1

بعدي باشند، آنگاه جمع این دو بردار را  – nدو بردار 

YXبا   کنیم صورت زیر تعریف می نمایش داده و  به:  

                                                     

























nn yx

yx
yx

YX


11
11
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    3-2مثال
  

 اگر
















2
1

1
X و 


















0
3
2

Y آنگاه:   

.1023121  )()()(Y.X  
  
  
  
  
  
  
  

ر مثـال  بطـو . نظـر اسـت   از لحاظ شهودي نـرم یـک بـردار همـان طـول بـردار مـورد       

براي بردار

















3
2

1
Xداریم:  

12321 222  )(X  
  

 ها   خواص بردار 2-1-9
  :همواره داریم sو tو همچنین اعداد حقیقی دلخواه ZوX،Yبعدي -n براي سه بردار

1.tYtX)YX(t   

  تعریف 2-1-7

بـردار اي دونقطـه  ضرب




















nx

x
x

X

2
1

و




















ny

y
y

Y

2
1

دهـیم و   نمـایش مـی   Y.Xرا بـا 

  :کنیم صورت زیر تعریف می به
nnyx...yxyxY.X  2211 

  تعریف 2-1-8

نرم بردار




















nx

x
x

X

2
1

X.XXمایش داده و عبارتست ازن Xبا علامترا   . 
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2.sXtXX)st(   
3.XYYX   
4.X.YY.X   
5.Z.XY.X)ZY.(X   
6.)tY.(X)Y.X(tY).tX(   
  .0X.X آنگاه داریم 0X اگر.7
  .0X.X آنگاه داریم0X اگر.8
  

 

   1- 2هاي بخش تمرین 

براي بردارهاي. 1
















5
3

2
Xو


















2
6
4

Yو

















2
4
1

Z نشان دهیدZ.XY.X .  

 

با فرض. 2



















1
0
3

X، 
















2
1

1
Yو


















0
3
0

Zحاصل هر قسمت را بیابید.  

 
YZ      )الف   ب(ZX 37   ج(ZY 2  د(t)YX( 4   

ZY(Z()ه 3  و(  YX   ز( YX   ح(        
Y
Y  

بردار. 3

















3
2
1

x
x
x

X1را طوري بیابید که در خاصیتX صدق کند.  
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  ماتریس 2-2
  

  
  
  
  

  

  
  

  

  
  
  

ي  درایـه  یـا  عنصـر  را  وآننشـان داده  ijaام را با نمـاد jام و ستونiعدد واقع در سطر
نمـایش   A,B,C,ها را با حروف بزرگ لاتـین ماننـد     معمولاً ماتریس. نامیم ماتریس

  .دهیم می
nmijتوان از نماد ، میAبراي خلاصه نویسی نمایش ماتریس  ]a[A   نیز استفاده

  .کرد
   هاي به عنوان مثال نماد

][A 561   ،






 
 52

81
B و  















 


032
653
431

C  

33و31 ،22 هاي هایی  با مرتبه ماتریس   هستند.  

  
  
  
  
  
  
  

  تعریف 2-2-1
ن مرتب شده ستوnسطر وmصورت به هر آرایش مستطیل شکل از اعداد که به

صورت زیر نمایش  گوییم و به )nmي یا ازمرتبه(nدرmماتریسباشند، یک 
  :دهیم می

























mnmmm

n

n

n

aaaa

aaaa
aaaa
aaaa

A











321

3333231
2232221
1131211

  

. 

  تعریف 2-2-2
nmij]a[Aدو ماتریس وqpij]b[B  را مساوي نامیم هرگاه :  

pm(ي مساوي باشند داراي مرتبه)الف  وqn (  
داشـته  jوiهـر  یعنـی بـراي  (نظیر دو مـاتریس یکسـان باشـند    هاي نظیربه درایه)ب

ijijباشیم ba ( 
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  4-2مثال

xرا طوري بیابید که داشته باشیم

















 31

54
30

54
2x

.  

  )حل
012دو ماتریس کافی است داشته باشیم با توجه به تعریف تساوي x.1یعنیx.  

   
 هاي خاص ماتریس 2-2-3

  .ماتریسی که تنها داراي یک سطراست :ماتریس سطري )الف
بعـدي یـک   -nهر بردار. (ماتریسی که تنها داراي یک ستون است :ماتریس ستونی )ب

  )ماتریس ستونی است
ي  ماتریس صفر از مرتبـه . هاي آن صفر باشد ماتریسی که تمام درایه :صفرماتریس ) ج
nm ًبا نماد را معمولاnmO  دهیم نمایش می .  
یـک مـاتریس   . ماتریسی که در آن تعداد سطر و ستون برابر اسـت  :مربعی ماتریس )د

nnمربعی ي از مرتبه راماتریسn 1122نامیم و به عناصر a,a,...,annعناصرقطر اصلی 
  .گوییم

  .یک ماتریس مربعی که عناصر خارج قطر اصلی آن همگی صفرند :ماتریس قطري) ه
یک ماتریس قطري که تمام عناصـر قطـر اصـلی آن بـا هـم برابـر        :ماتریس اسکالر) و

  .باشند
هاي قطر اصلی آن برابر  ي درایه یک ماتریس اسکالر که همه ):همانی(دماتریس واح) ز

  .دهیم نمایش می nIرا با nي  ماتریس همانی از مرتبه .یک است
  .ماتریس مربعی که عناصر زیر قطر اصلی آن صفرند :ماتریس بالا مثلثی) ح
  .تریس مربعی که عناصر بالاي قطر اصلی آن صفرندما :ماتریس پایین مثلثی) ط
  

   5-2مثال 
  :1×4یک ماتریس سطري  )الف

 314108 //A   
  : 4×1یک ماتریس ستونی ) ب
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




















32
70

72
19

/
/

/
/

B  

  

  :مثالهایی از ماتریس صفر) ج









 000

000
32O               


















0
0
0

13O  

  :ز ماتریس مربعیمثالهایی ا) د








 
 72

31
C          




















1356491
01326
3305

D  

  :یک ماتریس نمایش قطر اصلی در) ه

















943
852
761

  

  : یک ماتریس قطري  )و


















900
050
001

E  

  :یک ماتریس اسکالر  )ز


















400
040
004

F  

  :دو ماتریس واحد) ح









 10

01
2I             


















100
010
001

3I  

  :یک ماتریس بالا مثلثی  )ط















 


700
880
093

G  
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  :یک ماتریس پایین مثلثی  )ي


















0644
065
002

H  

  
  

  ها   روي ماتریساعمال جبري  2-2-4
این بخش به بررسی اعمال مقدماتی جمع، تفریق، ضرب اسکالر و ضـرب ماتریسـی   در

  .م پرداختخواهی
nmij]a[Aجمـع دو مـاتریس هـم مرتبـه     :جمع دو ماتریس)الف وnmij]b[B ، 

nmijماتریسی مانند ]c[C است که در آنijijij bac .  
  

بطور مثال اگر

















987
654
321

A و






















321
987
654

B آنگاه داریم:  

  

                         







































321
987
654

977
654
321

BAC  

                                           




















1258
15133

375
  

nmij]a[Aدر ماتریسkضرب اسکالر :ضرب اسکالر در ماتریس) ب  را با ،kA 
ضرب شده  k، در عددAي ماتریس که در آن هر درایه نمایش داده و ماتریسی است

nmij]ka[kA:است یعنی .  
  :بطور مثال 





























615
39

23713
1333

271
133

///
  

دهـیم وعبارتسـت از    نمایش مـی Aرا باAي ماتریس قرینه :ي یک ماتریس قرینه) ج
  .Aدر ماتریس -1ضرب اسکالر عدد
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ي ماتریس  بطور مثال قرینه






















321
987
654

A  عبارتست از:  

  























321
987

654
1 AA  

BAمادرا با نBوAي تفریق دو ماتریس هم مرتبه :تفریق دو ماتریس)د  نمایش
  :دهیم و عبارتست از می

)B(ABA   
  

  

به عنوان مثال اگر

















987
654
321

A و






















321
987
654

B آنگاه داریم:  

  








































321
987

654

987
654
321

BA          

                                                                  




















6106
3311

933
  

nmij]a[Aهاي ماتریس :ماتریسضرب دو)د وpnij]b[B   گیـریم  را در نظر مـی .
اســت  Cماننــد pmماتریســی ،Bدر مــاتریسAحاصلضــرب مــاتریسمنظــور از 

pmij]c[Cکه  ي واقع در سطر و درایهiام و ستونj صـورت زیـر تعریـف     ام آن بـه
  :شود می

kj

n

k
iknjinjijiij baba...babac 




1
2211  

در واقـع   .دهـیم  نشـان مـی   ABرا با BدرAشایان ذکر است که حاصلضرب ماتریس
ام  jدر سـتون  Aام ماتریس iبرابر با  ضرب نقطه اي سطر ABدر ماتریس ijcعنصر

  :عنیی. است Bماتریس
  )ABماتریس  ijcدرایه A()ام ماتریس iسطر).(Bام ماتریسjستون(
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  :  اگر داشته باشیم 33در مورد ضرب دو ماتریس بطور مثال


















333231
232221
131211

bbb
bbb
bbb

B               و

















333231
232221
131211

aaa
aaa
aaa

A  

  
  :آنگاه 























333323321331323322321231313321321131
332323221321322322221221312321221121
331323121311321322121211311321121111

bababababababababa
bababababababababa
bababababababababa

AB  

  
  

   1-2تذکر 
این عمل تنها در صورتی انجام پذیر  ! همیشه امکان پذیر نیست Bدر Aضرب ماتریس

  :باشد Bهاي ماتریس  برابر با تعداد سطر Aهاي ماتریس است که تعداد ستون

pmpnnm )AB()B)(A(    
 Bدر  Aضـرب BوAبدیهی است که در مورد دو ماتریس مربعـی هـم مرتبـه ماننـد    

  .امکان پذیر است )BAیعنی( A در Bو ضرب) AB یعنی (

  
   6-2مثال

 اگر

















987
654
321

A و

















321
987
654

B هاي آنگاه ماتریسABوBAرا بیابید.  

  )حل
ها امکان پذیر است و همچنین حاصل هر دو باید    در ابتدا باید دقت کنیم که این ضرب

33هاي صورت ماتریس به  بنابراین. باشد:  


































321
987
654

987
654
321

AB    





















399867298857197847
369564268554167544
339261238251137241
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    














14111793
877257
332721

 

  : داریم BAبه همین طریق براي


















423630
150126113
968166

BA  

BAABکنیم که میمشاهده   ،داراي خاصـیت  هـا    یعنی در حالت کلی ضرب ماتریس 
  .جابجایی نیست

  
  ها   ي ماتریس خواص جبر 2-2-5

  :، تفریق و ضرب اسکالرخواص جمع) الف
  :اعداد حقیقی دلخواهی باشند، آنگاه داریمsوrسه ماتریس هم مرتبه وCوA،Bاگر  

1. ABBA  

2. C)BA()CB(A  

3 .AAOOA  

4 .OAA  

5. sArAA)sr(  

6. rBrA)BA(r  

7.)rA(s)sA(rA)rs(  

8. CBCABA  

  :ها    خواص ضرب ماتریس) ب
  :ها شرکت پذیر است، یعنی    عمل ضرب ماتریس. 1

                                            C)AB()BC(A   

ها خاصیت جابجایی ندارد و    طور که در مثال قبل دیدیم، ضرب ماتریس همان. 2
BAABبنابراین تساوي  همواره بر قرار نیست.  

  :داریم nي از مرتبهAبراي ماتریس مربعی. 3
                                   AAIAI nn   
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  :عمل ضرب نسبت به جمع از دو طرف توزیع پذیر است، یعنی. 4
ACAB)CB(A          وBCACC)BA(   

  
  
  
  
  

  

A][بطورمثال براي 4321،
















4
3

1
B و


















732
543
401

Cداریم:  





















4
3
2
1

tA ،][Bt 431  و 














 


754
340
231

tC.  

  
  ي یک ماتریس خواص ترانهاده 2-2-7

nmبراي دو ماتریس  مانندA وB و عدد حقیقیk داریم:  
)A(A)الف tt )اگر از ماتریسی دو مرتبه ترانهاده بگیریم به همان ماتریس ابتدایی  

  )رسیممی   
tt)ب kA)kA( )ي  ترانهاده مضربی از یک ماتریس برابر با همان مضرب در ترانهاده  
  ) ماتریس داده شده است   
ttt)ج BA)BA( )ها  هاي آن هادهس با مجموع تراني مجموع دو ماتری  ترانهاده  
  )برابر است   
tttدو ماتریس مربعی هم مرتبه باشند، آنگاه BوAاگر) د AB)AB( .  
  

  7-2مثال

هاي براي ماتریس







 32

51
A و








 30

11
B درا بررسی کنی) خاصیت  ج.  

  ) حل

  تعریف 2-2-6
nmij]a[Aاگردر ماتریس ها را با یکدیگر تعـویض کنـیم،   ها و ستونجاي سطر

mnي جدیدي از مرتبه ماتریس مـاتریس  ي رانهـاده ت را شود که آن حاصل میA 
 .دهیم نمایش می tAگوییم و با
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tttباید نشان دهیم BA)BA( .  
  :پردازیم ي سمت چپ تساوي فوق می ابتدا به محاسبه









 62

60
BA  

  : پس داریم


















 66

20
62
60 t

t)BA(  

همچنین







 35

21tA و







 31

01tB بنابراین ،:  









 66

20tt BA  
  . تساوي مورد نظر با یکدیگر برابر هستندیعنی طرفین 

  
  
  
  

بطور مثال ماتریس



















334
301
412

   .یک ماتریس متقارن است 

پس . دقت کنیم که در یک ماتریس متقارن تمام عناصر نسبت به قطر اصلی تقارن دارند
jiijاز یک ماتریس متقارن داریم ija ي دلخواه براي هر درایه aa .  

  
  

  
  
  
  

قطر اصلی صـفر خواهـد بـود     هاي واقع بر تمام درایهیک ماتریس پادمتقارن بنابراین در
jiijیک ماتریس پاد متقارنزیرا در aa حالتی که، بخصوص درji   با شد، خواهیم
  :داشت 

002  iiiiiiii aaaa  

  تعریف 2-2-8
AAرا متقارن نامیم هرگاه  Aماتریس مربعی t  . 

  تعریف 2-2-9
AAرا پاد متقارن نامیم هرگاهAماتریس مربعی t  .  
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ماتریس براي مثال



















033
302

320
  . متقارن استماتریس پاد یک

    
  
  
  

بطور مثال براي ماتریس














 


949
453
421

A داریم:   

15951 )A(tr  
  

  
    
  
  
  
  
  
  
  

  :ام یک ماتریس مربعی خواص زیر برقرار استnدر مورد توان

 اگر -







 0

0
k

k
A نگاهآ: 

 زوج داریم nبراي) الف











 n

n
n

k
kA
0

0.  

فرد داریم  nبراي) ب













0
0
n

n
n

k
kA.  

 اگر -







 0

0
b

a
Aآنگاه ،: 

  تعریف 2-2-10
نامیم و Aاثر ماتریسمجموع تمام عناصر قطر اصلی را ، Aاتریس مربعیدر هر م

  .دهیم نمایش می A(tr(با نماد

  تعریف 2-2-11
دهیم  نمایش می2Aدر خودش را باAیک ماتریس مربعی باشد، حاصلضربAاگر

  :قابل تعریف استAام یک ماتریسnو به همین طریق، توان

AAA 2  
AAA 23                                                                                                                  

  
AAA nn 1 
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 زوج داریم nبراي) الف




















2

2

0

0
n

n

n

)ab(

)ab(A.  

 فرد داریم nبراي) ب
















 



0

0
2

1
2

1
2

1
2

1

nn

nn

n

ba

baA.  

  
  8-2مثال

اگر










 01

10
A 16آنگاه حاصلA 21وA را بیابید.  

  ) حل
  :داریم

  
  و

.



























 01

10
01
10

21
2121

)(
)(A  

  

  2-2هاي بخش  تمرین 

اگر. 1









 01
32

Aو







 15

33
B   آنگـاه مـاتریسC      را طـوري بیابیـد کـه داشـته

oCIABباشیم  22.  

را چنان بیابید که  yوxمقادیر. 2






 












 
 34

03
32
01

1
2

y
x  

براي ماتریس. 3

















122
212
221

A دهید نشانoIAA  542.  

اگر. 4







 01

21
A هاي باشد، ماتریسAA 23وA را بیابید. 
























 10

01
10
01

16
1616

)(
)(A
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اگر. 5









 24
42

Aو










 52
62

ab
ba

Bو همچنین داشته باشیمBAAB   آنگاه  

 .را بیابید bو aمقادیر   

 :را طوري بیابید که تساوي زیر برقرار باشد Aماتریس. 6
t

A 
















 52

43
02
312  

با فرض. 7







 42

31
A و 








 20

53
Bدرستی تساوي زیر را بررسی کنید:   

ttt AB)AB(   

اگر. 8











 02

1
20

A 100آنگاه مقادیرA 39وA را بیابید.  

   توان نتیجه گرفت که همواره نمی 0ABي مثال نشان دهید که از تساوي با ارائه. 9
  A یاB ماتریس صفر هستند.  

ACAB نشان دهید که تساوي Cو A،Bهاي ي مثالی براي  ماتریس با ارائه. 10    
CBهمواره تساوي    دهد را نتیجه نمی.   
  
  دترمینان  2-3

 را بـا  شود که به آن دترمینان گـوییم وآن  عددي نسبت داده می، Aمربعی به هر ماتریس
   .دهیم نمایش میAو یا)Adet(نماد

 4و2،1،3ي هـاي مربعـی از مرتبـه    در این بخش به معرفی روش یافتن دترمینان ماتریس
  .کنیم خواص دترمینان را بررسی میپردازیم و سپس برخی از  می
  
  دترمینان ماتریس مربعی مرتبه یک 2-3-1
 براي یک ماتریس مربعی   11 aA دترمینان آن برابرaشود تعریف می.  

ــاتریس  ــال م ــور مث ــاي بط ه 4، 




2
][و  1 ــا 2 ــب داراي دترمین ــر نبترتی ــایی براب   ه

4 ،2
  .هستند2و1
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  دترمینان ماتریس مربعی مرتبه دو 2-3-2

براي هر ماتریس مربعی
22











dc
ba

A داریمbcadA)Adet( .  

عیبطور مثال براي ماتریس مرب






 
 52

32
Aداریم:     

  
  
  
  در حالت کلیدترمینان ماتریس مربعی  2-3-3

هاي مربعی در حالت کلی ابتدا به معرفی چند مفهوم جدید  براي بیان دترمینان ماتریس
  :پردازیم می
  
  
  
  
  
  

بطور مثال براي ماتریس














 


210
133
210

Aداریم :  

51621
13

11 A                       ،00010
10

23 A  

30310
33

13 A             ،66013
20

32 


 )(A  

  
  
  
  
  

16235252
32




 )()()Adet(

  تعریف 2-3-4
nnij]a[Aماتریس مربعی مـاتریس حاصـل از حـذف   . را در نظر گیریمi امـین 

ي  ایـن مـاتریس از مرتبـه   . دهـیم  نمایش میijAرا باAسامین ستون ماتریjسطرو
)n()n( 11  دترمینـان مـاتریس  . استijA) یعنـیijA ( مینـور یـا کهـاد   را 

  .نامیم Aدر ماتریس ijaعنصر

  تعریف 2-3-5
nnij]a[Aعــــیمــــاتریس مرب هــــر بــــراي  ،عبــــارتij

ji
ij A)(   را1

  .نامیم ijaعنصر ي همسازه
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   9-2مثال

  اگر














 

326
543
201

A  111223هاي آنگاه همسازه    .را بیابید 31و,,

  )حل
  :عریف داریمبا توجه به ت

2136
531 21

12  )(     232  و
541 11

11  )(  

226
011 32

23  )(     854    و
201 13

31 


 )(  
  
  

  
    

  
  

  
  

از تعریف قبل مشخص است که دترمینان هر مـاتریس را بـر حسـب بسـط هـر سـطر       
واهـد  توان  محاسبه نمود و این انتخاب تأثیري بر مقدار دترمینان نخ دلخواهی از آن می

توان دترمینان یک ماتریس را نسبت به هر ستون دلخواهی از  به همین طریق می. داشت
  :عبارتست ازAام ماتریسjبر حسب بسط ستونAدترمینانیعنی . آن بسط داد

njnjjjjj a...aaAdet  2211  kj

n

k
kja 

1
 

  

ي دترمینان یک مـاتریس در حالـت کلـی مراحـل زیـر را انجـام        بنابراین براي محاسبه
  :دهیم می

  .کنیم سطر یا ستون دلخواهی از ماتریس داده شده را انتخاب می  :1ي  مرحله
  .کنیم هاي آن سطر یا ستون انتخاب شده  را محاسبه می تمام همسازه :2ي  مرحله
 کنیم و ي نظیرش ضرب می ون مورد نظر را در همسازههر عنصر سطر یا ست :3ي مرحله

  تعریف 2-3-6
nnij]a[Aدترمینان ماتریس مربعی  صورت را به  

ininiiii a...aaAdet  2211 ik

n

k
ika 

1
 

   .گوییم امiبر حسب بسط سطرAرا دترمینان کنیم و آن تعریف می
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  .کنیم سرانجام حاصل را با یکدیگر جمع می
  

  10-2مثال 

دترمینان ماتریس

















270
971
639

A را محاسبه کنید.  

  )حل
031داریـم . (خواهیم مقدار دترمینان را برحسب بسط سطر سوم محاسـبه کنـیم   می a ،
732 a233و a (    هـاي عناسـر متناضـر ایـن سـطر       براي ایـن منظـور بایـد همسـازه

  :را محاسبه کنیم 33و  31 ،32یعنی

7591
6911 5

32
23

32   )(A)(  ،993
6311 4

31
13

31   )(A)(  

6071
3911 6

33
33

33   )(A)(  

  :بنابراین  
                                                    333332323131  aaaAdet  

.))(())(())(( 40560275790   
  

   2-2تذکر 
ي دترمینان به کمک بسط سطر یا ستون بهتر است همواره از سطر یا ستونی  در محاسبه

که حاصلضرب  این را با توجه بهاستفاده نمود که بیشترین تعداد صفر در آن قرار دارد، زی
ي  ي متناظر بـا صـفر، برابـر صـفر اسـت، نیـازي بـه محاسـبه         ي درایه صفر در همسازه

  .هاي صفر نیست همسازه
  

  11-2مثال

 دترمینان ماتریس





















5201
3312
1010

3210

A را بیابید.  
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  ) حل
سب اسـت  با توجه به این که بیشترین صفر در ستون اول و در سطر دوم قرار دارد، منا

  .که دترمینان ماتریس مورد نظر را نسبت به این ستون یا سطر محاسبه کرد
  :با بسط دترمینان مورد نظر نسبت به ستون اول داریم

413141312111 321200  )()()()(Adet  
  :اما

20
01350

11252
101

520
101

321
1 13

31 





 )(  

                                               26102   

)()( 31
01331

11233
101

331
101

321
1 14

41 





   

                                          4983  )(  
  :پس داریم

.)()(Adet 16432232 4131   
  

  
33روش ساروس براي یافتن دترمینان ماتریس 2-3-7   

 

تري بنام  توان از روش سریع ،  می3ي  هاي مربعی از مرتبه براي یافتن دترمینان ماتریس
  :دستور ساروس استفاده نمود

 ي دترمینان ماتریس براي محاسبه

















333231
232221
131211

aaa
aaa
aaa

Aابتدا ماتریس A   را دو بـار در

. کنیم صورت نشان داده شده رسم می نقطه چین را بهخطوط ممتد وو نویسیم هم میکنار
ریـم و بـا هـم    آو دست مـی   هاي اعداد واقع بر خطوط ممتد رسم شده را به حاصلضرب

322113312312332211 بنابراین عبارت .کنیم جمع می aaaaaaaaa   شـود  حاصل مـی .
دست آورده و با هـم    به همین طریق حاصلضرب اعداد واقع بر هر خط نقطه چین را به

322311332112312213 کنیم بنابراین عبارت جمع می aaaaaaaaa  شود حاصل می .  
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































333231
232221
131211

333231
232221
131211

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

 

  :ن صورت داریمدر ای
)aaaaaaaaa()aaaaaaaaa(Adet 322311332112312213322113312312332211   
  

   12-2مثال 

دترمینان ماتریس

















302
165
432

Aرا به روش ساروس بیابید.  

  ) حل
  :داریم

                                        
































302
165
432

302
165
432

  

  :پس 
.45484500636  )()()Adet(  

  
  

 هاي دترمینان ویژگی 3-3-8
ي دترمینان یک  پردازیم که در محاسبه هایی از دترمینان می به ذکر ویژگی در این قسمت

  .شود ماتریس مفید واقع می
  دترمینان آن برابر صـفر صفر باشد Aماتریس)ستون(هاي یک سطر  گر تمام درایها)الف

  . است
 ضـرب k یـک عـدد ثابـت    درA مـاتریس  )سـتون (هاي یک سطر  اگر تمام درایه) ب

 از عـدد ثابـت   تـوان  به عکس می. شود ضرب میk شوندآنگاه مقدار دترمینان در عدد
kنموددر دترمینان ضرب  را آن هاي یک سطر یا یک ستون فاکتور گرفت و در درایه.  
مقـدار دترمینـان در    آنگـاه  کنـیم  را عـوض  Aماتریس ) ستون( اگر جاي دو سطر )ج
   .شود ضرب می1
  .دترمینان این ماتریس صفر است یکسان باشد آنگاهA )ستون( اگر دو سطر) د
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دترمینـان   باشد آن گاهAردیگ) ستون(از یک سطر مضربی  A)ستون(گر یک سطر ا)د
  .صفر است این ماتریس

Aهاي ماتریس گر تمام درایها )ه باشـد،   nي ماتریسی از مرتبه Aو ضرب شوند kدر 
)Adet(k)kAdet(داریم n.  

)Adet()Adet(باشد، آنگاه داریم Aي ماتریس ترانهادهtAاگر) و t .  
 ترمینـان دمجموع دو  صورت توان به می است را  به شکل زیرکه Aدترمینان ماتریس) ز

  :نوشت

iho
fen
cbm

ihg
fed
cba

ihog
fend
cbma






  

مقدار آنگاه  دیگر اضافه کنیم )یا ستون(را به سطر )ستونیا (اگر مضربی از یک سطر) ح
  .کند دترمینان تغییر نمی

  : که هم مرتبه اند، داریم BوAبراي هر دو ماتریس مربعی) ط
)Bdet()Adet()ABdet(   

kkداریم kبراي هر عدد طبیعی) ي AA          .  
BABAدر حالت کلی رابطه) ك  برقرار نیست.  
روي  هاي درایه ضرب حاصلبرابر )مثلثی و یا پایین مثلثی بالا(دترمینان ماتریس مثلثی) ل

  . آن است قطر اصلی
  

   13-2مثال

 اگر) الف














 


471
000
315

A 0 :مداری) آنگاه بنا به خاصیت الفA.  

 اگر) ب





















963
963
315

A0،  چون این ماتریس دوسطربرابر دارد پسA.  

بــا فــرض)ج





















863
4147
342

A0داریــمA  زیــرا ســتون اول و دوم مضــربی از
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  .یکدیگر هستند

3 دانیم که می) د
251
301
221





















صـورت اگـر   دراین























8204
1204
884

A    آنگـاه

19234داریم  بنا به خاصیت 3  )()(A.  

   اگر) و














 


700
880
093

Aچون ،A یک ماتریس مثلثی است پس داریم:  

.148783 A  
  

 14-2مثال

ریسدترمینان مات ي مستقیم، بدون محاسبه



















231
452
341

A   هـاي   رابـه کمـک ویژگـی

  .دترمینان بیابید
  ) حل

صورت پایین مثلثی بنویسیم و این امر را بـا   به را بهAسعی ما بر این است که ماتریس
توجه به  این خاصیت که افزودن ضریبی از یک سطر ماتریس به سطر دیگر در مقـدار  

  .کنیم کند، پیگیري می ایجاد نمیدترمینان تغییري 
12نخست فرض کنیم نمادهاي R,R 3وR هـاي اول، دوم و سـوم    ي سطر نشان دهنده

  : در یک ماتریس باشند، بنابراین

570
230

341

231
230

341

231
452
341

3312212  


 


  RRRRRRA  

.1

3
100
230

341
3323

7
 

 RRR
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  15-2مثال
  :ي مستقیم نشان دهید بدون محاسبه

212
11

11
11

)a)(a(
a

a
a

A   

  ) حل
  :داریم

a
a

aa

a
a

a
RRR

11
11

121

11
11
11

112


    

  

a
a)a(

a
a

aaa
RRR

11
11
111

2
11

11
222

113 


    

  

100
010
111

2
11

010
111

2 331221


   

a
a)a(

a
a)a( RRRRRR  

  
212حال با توجه به مثلثی بودن آخرین ماتریس داریم )a)(a(A .  

  

  3-2هاي بخش  تمرین 
  .زیر را بیابیدهاي  دترمینان ماتریس. 1
  

) الف







 25

31
A  ب( 




















952
314
566

B  ج( 
























1013
2113

2103
2201

C
  

 اگر داشته باشیم. 2



















258
039
001

A آنگاه مقدار A 4وA را بیابید .  
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ABو 3Aداشته باشیم Aمانند 44اگر براي یک ماتریس. 3 2آنگاه مقدارB   
  .را محاسبه کنید   
 :به کمک خواص دترمینان نشان دهید. 4

zyx
zyx

zyx
zyx







1
1

1
1

  

 
 :به کمک خواص دترمینان نشان دهید. 5

2

111
111
111

a
a

a 


  

 :ي مستقیم، نشان دهید بدون محاسبه. 6

0

161284
151173
141062
13951

  

  
  وارون ماتریس  2-4
  
  
  
  
  
  

  

توان نشان داد که وارون یک ماتریس در صورت وجود یکتاست و مناسب است که   می
  . نشان دهیم 1Aرا باAوارون ماتریس

  
   16-2مثال

ا توجه به این که براي دو ماتریسب







 10

31
Aو







 
 10

31
Bداریم  

  یفتعر 2-4-1
   نامیم اگر )nي از مرتبه(Aرا وارون ماتریس مربعی Bماتریس مربعی

nIBAAB   
ــامیم پــذیر وارونراAصــورت ودر ایــن ــدیهی اســت. ن باشــد، AوارونBاگــر ب

   .استBنیز وارونAآنگاه
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2IBAAB بنابراین ،






 


10
311A  و










10
311B.  

  
  
  
  
  

  3-2تذکر 
  .وارون پذیر است و بالعکسماتریس نامنفرد، هر
  

    17-2مثال

  هاي رمینان ماتریسبا توجه به اینکه دت  110 o ،









 62
31

A  

و



















020
310
321

B  وارون ناپذیرنتیجه سه ماتریس منفردند و درهراست، صفر.   

  .است براي یافتن وارون یک ماتریس نامنفرد، ذکر تعاریف زیر الزامی
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  تعریف 2-4-2
اگر دترمینان این ماتریس برابر صـفر باشـد،   . گیریم را درنظر میAماتریس مربعی

  .نامیم نامنفردو در غیر این صورت  منفرد را آن
 

  فتعری 2-4-3
nnAیک ماتریس مربعـی  ي ماتریس همسازه    ي ،  ماتریسـی مربعـی  از مرتبـهn 
نمـایش   را بـا  هسـتند و آن  Aهاي عناصر ي هایش همان همسازه است  که درایه

  :دهیم می































nnnnn

n

n

n











321

3333231
2232221
1131211

 

.  
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را بیـابیم، مـاتریس    ي آن را محاسـبه نمـوده و ترانهـاده   Aي یعنی اگر ماتریس همسـازه 
  . آید میدست   بهAالحاقی

  
  18-2مثال

هاي  همسازه و الحاقی ماتریس




















006
143

257
Aرا بیابید.  

  )حل

          606
131 3

12 


 000             و           )(
141 2

11 


 )(       

            000
251 3

21 


 2406و                        )(
431 4

13  )(    

        3006
571 5

23 


 1206            و            )(
271 4

22  )(  

          1313
271 5

32 


 314          و            )(
251 4

31 



 )(  

     4343
571 6

33 


 )(  

  :پس   











































43133
30120
2460

333231
232221
131211

  

t)A(adjاکنون با توجه به این که   داریم:  

.






















433024
13126

300
)A(adj  

  تعریف 2-4-4
nnAماتریس مربعی ماتریس الحاقی را با نماد)A(adjنمایش داده و عبارتست از:  

t)A(adj   
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  ي ماتریس وارون محاسبه 2-4-5
  :کنیم می ي زیر محاسبه را به کمک رابطهAوارون ماتریس نامنفرد

)A(adj
)Adet(

A 11   
  

  19-2مثال

وارون ماتریس




















006
143

257
A را بیابید.  

  )  حل
18)Adet( بنابر مثال قبل داریم:  




















































18
43

3
5

3
4

18
13

3
2

3
1

6
100

433024
13126

300

18
111 )A(adj

)Adet(
A .  

 
 

  4-2تذکر

وارون ماتریس 









dc
ba

A0، با شرطA آید دست می  ي زیر به از رابطه:  















ac
bd

bcad
A 11  

  
   20-2مثال

وارون ماتریس







 30

23
Aرا بیابید.  

  )حل
  :ي فوق داریم با توجه به رابطه

.






























3
10
3
2

3
1

30
23

9
11A  
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 خواص ماتریس وارون 2-4-6
  :امنفرد و هم مرتبه باشند، آنگاهن BوAهاي مربعی اگر ماتریس

)A(Aیعنی. برابر خودش است Aوارون وارون ماتریس) الف  11.  
ttیعنی. است Aي  وارون برابر ترانهاده Aي وارون ترانهاده) ب )A()A( 11  .  
111داریمBدرAحاصلضرببراي ) ج   AB)AB(.  

است، یعنیAبرابر معکوس دترمینان 1Aدترمینان) د
)Adet(

)Adet( 11 .  
  

 4-2هاي بخش  تمرین 
 است؟ هاي زیر وارون پذیر  کدامیک از ماتریس. 1




















010
541
501

A           ،









 12
01

B            ،
























0111
2102
1120
0110

C  

براي ماتریس. 2




















123
312

101
A21مقادیر ،1333و را بیابید.  

  :، مقادیر زیر را بیابید)Bdet(2و )3)Adetبا فرض. 3
 

)Adet()الف 1  ب()ABAdet( 1  ج())Adet(( 12   
 . هاي زیر را در صورت وجود محاسبه کنید وارون ماتریس. 4

)الف



 2
1A  ب(







 
 21

32
B  ج(


















110
021
103

C  

 )د



















360
742
120

D  ه( 
















 



1000
5200
3010
1122

E    

اگر. 5









31
211A  آنگاه ماتریسAرا بیابید . 
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براي ماتریس. 6














 


344
101
334

A  نشان دهید که   :  

A(adj(A) الف                                1) ب AA 
  .هاي زیر وارون پذیرنیست ماتریسaتعیین کنید که به ازاي چه مقادیري از. 7

) الف      










 31
1

a
a

A                                ب (

















120
121

01
a

a
B  

  
  ها در رمزنویسی کاربردي از ماتریس 2-5

ها    با عنوان رمزنویسی پیامها    ماتریسبه بررسی یکی از کاربردهاي جالب در این قسمت 
صـورت رمـز    توان پیام متنی را بـه  رمز نویسی فرآیندي است که طی آن می. پردازیم می

ي اسـتفاده از ایـن روش بـه     پیشـینه . شده درآورد و یا از حالت رمز شده خارج نمـود 
هـاي بسـیار پیچیـده و پیشـرفته اي      گردد و در حال حاضر روش ییونانیان باستان باز م

هـا کـه      یک نمونه از این  رمز نویسـی . براي رمز گذاري و رمز گشایی ابداع شده است
در اینجـا بـه   . گیـرد  ها انجام مـی    عمل بازگشایی آن بسیار پیچیده است، توسط ماتریس
  :مدهی کمک یک مثال چگونگی انجام این عمل را شرح می

  
  2×2رمزگذاري یک پیام متنی توسط ماتریس  2-5-1

ــام متنــی  ــیم ســربازي بخواهــد پی راتوســط مــاتریس دلخــواه GET HELPفــرض کن











 21
32

A بـه مـاتریس  (صورت رمز شده بیان کنـد   بهA  مـاتریس در اصـطلاح   
براي انجـام ایـن عمـل    . ال نمایدرا به کمک بیسیم مخابراتی ارس و آن) گوییم رمز ساز

  :شود ابتدا به هر یک از حروف الفباي لاتین یک عدد قراردادي نسبت داده می
  جدول کدهاي قراردادي. 1-2جدول 

X=24 T=20 P=16 L=12 H=8  D=4  0= فضاي خالی 
Y=25 U=21 Q=17 M=13 I=9 E=5 A= 1  
Z=26 V=22 R=18 N=14  J=10 F=6 B=2 

 W=23 S=19 O=15 K=11 G=7 C=3 
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  :در این صورت براي عبارت مورد نظر داریم
  

P  L E H   T  E G 
16  12  5  8  0  20  5  7  

  

اکنون .7،5،20،0،8،5،12،16برابر است با  GET HELPي عبارت ي رمز نشده یعنی دنباله
  :نویسیم می21هاي سطري صورت ماتریس دست آمده را به  از سمت چپ، اعداد به

  

P L  E H   T E G 
]12   16[  ]8     5[  ]20    0[  ] 7   5[ 

  

  .  رمز نشده در آورده ایم 21هاي صورت ماتریس را به GET HELPکنون عبارتتا
  :پذیرد عمل رمز گذاري انجام میAها در ماتریس   با ضرب این ماتریس

  

 ماتریس سطري رمز نشده )A(ماتریس رمز ساز ماتریس سطري رمز شده

 119  







 21
32

   57  

 6040  







 21
32

   020  

 1411  







 21
32

   58  

 48  







 21
32

   1612  

توسط ماتریس GET HELP ي عبارت بنابراین رمز شده









 21
32

A صورت  به
   .است  9،11،40،60،11،14،8،4عددي  دنباله

  
  

  رمزگشایی یک عبارت رمز شده 2-2-5
اسـت بایـد بـه     9،11،40،60،11،14،8،4ي  ي رمـز شـده   ي دنباله ردي که گیرندهاکنون ف

براي این منظور لازم است . کمک  عمل رمزگشایی به متن اصلی  این دنباله دست یابد
هـاي رمـز    بـا ضـرب مـاتریس   . که ماتریس رمزنگار در اختیار این شخص قـرار گیـرد  

شـود و   محاسـبه مـی   21هاي  رمـز نشـده    ماتریس،  Aدر وارون ماتریس21ي شده
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  :شود سپس از روي آن و به کمک جدول ابتدایی، عمل رمز گشایی کامل می

براي









 21
32

A داریم :  
  




















 



21

32
21
32

34
11

)(
A  

  :بنابراین
  

  ماتریس سطري رمز شده  ریس رمز سازوارون مات  ماتریس سطري رمزگشایی شده

 57  










21

32   119  

 020  










21

32   6040  

 58  










21

32   1411  

 1612  










21

32   48  
  

اکنون با تطبیق .شود حاصل می 7،5،20،0،8،5،12،16ي  ي رمزگشایی شده درنتیجه دنباله
  . گردد کشف می GET HELP با جدول کدهاي قراردادي عبارت

  

  5-2هاي بخش  تمرین  
هـاي زیـر را    داده شـده ،  پیـام   Aدي  و ماتریسبا استفاده از جدول کدهاي قراردا. 1
  .صورت رمز شده درآورید به

       و     HAPPY BIRTHDAY عبارت)الف   










 24

25
A  

  

        و                     SEPIDEH   عبارت) ب   










 52

21
A  

  

  هـاي   پیـام  داده شـده،  Aمعکـوس مـاتریس  ودادي با استفاده از جدول کدهاي قرار. 2
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  .هاي عددي داده شده را کشف کنید ي دنباله رمز شده

   و     34,1,1-,46,23-,33-,58,22-,41,39-,1,4,30-)الف










 21

32
A  

  

   و                   5-,5,31-,26,13,15-,23,12-,4,3-) ب 










 12

13
A    

  
 اعمال سطري مقدماتی 2-6
حال  .مک ماتریس الحاقی آشنا شده ایمکنون با طریقه یافتن وارون ماتریس به ک تا

براي این منظور در  . خواهیم وارون یک ماتریس را  به روش تحویل سطري بیابیم می
هت پردازیم و سپس روش تحویل سطري ج ابتدا با معرفی اعمال سطري مقدماتی می

اعمال لازم به ذکر است که . دهیم ار مییافتن وارون یک ماتریس را مورد مطالعه قر
اي در حل یک دستگاه معادلات چند مجهولی دارد، که در  سطري مقدماتی نقش عمده

  .پردازیم فصل بعد به آن می
  
  
  
  
  
  
  
  

   5-2تذکر 
  ل بـه یــک  هـر مـاتریس واروان پـذیر را بـا اعمـال سـطري مقـدماتی مـی تـوان تبـدی          

  .ماتریس همانی نمود
   
  تبدیل یک ماتریس نامنفرد به ماتریس همانی  2-6-2

nnij]a[Aماتریس مربعی اگر. را در نظر می گیریمAپذیر باشد، آنگاه در هـر   وارون

  تعریف 2-6-1
nmijnmهاي ماتریس   به هر یک از اعمال زیر که روي سطر ]a[A   انجام پذیرد

  :گوییم ماتیعمل سطري مقدیک 
  تعویض جاي دو سطر) الف
 ضرب یک سطر در عدد غیر صفر) ب
  افزودن مضربی از  یک سطر به سطر دیگر) ج
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باشـد   هـا صـفر     چون اگر تمـام درایـه  . (ستون آن حداقل یک درایه نا صفر وجود دارد
براي تبدیل یک ماتریس وارون پذیر به ماتریس همانی ) دترمینان آن برابر صفر می شود

  :دهیم مراحل زیر را انجام می
  فرض. اولین درایه غیر صفر ستون اول از سمت چپ را مشخص می کنیم :مرحله اول

  .ام باشدiکنیم که این درایه در سطر 
  .ام وسطر اول را عوض می کنیمiطرجاي س :مرحله دوم
  ي  هاي این سطر را که اکنون سـطر اول اسـت بـر اولـین درایـه        همه درایه :مرحله سوم

 ي را درایـه   شـود کـه آن   می1اولین درایه سطر اول تبدیل به.(آن تقسیم می کنیمصفرغیر
  )نامیمر لولاسطپیشرو و سطر حاصل که شامل درایه پیشرو است را 

هاي بـالا     هاي دیگر درایه   با افزودن مضارب مناسبی از سطر لولا به سطر :مرحله چهارم
زمانی که سطر لولا سطر اول و یا آخـر  .(کنیم و پایین درایه پیشرو را به صفر تبدیل می

  )کنیم ي پیشرو را تبدیل به صفر می هاي پایین و یا بالاي درایه باشد فقط درایه
اولـین درایـه از سـمت چـپ     Aاز دست آمده  ت کنیم که تا این مرحله در ماتریس بهدق

هدف ما تبدیل مـاتریس داده  . هاي زیر آن صفر شده است   است ودرایه1سطر اول عدد
ي پیشرو در سطر دوم،  مراحل   شده به ماتریس همانی است بنابراین براي ساختن درایه

را تکرار نموده و حال سطر دوم سطر لولا خواهد بود، سپس مرحله چهارم اول تا سوم 
ها تکرار نمـوده تـا مـاتریس داده شـده بـه       این کار را به تعداد سطر. دهیم  را انجام می

  .ماتریس همانی تبدیل گردد
هـاي زیـر اسـتفاده       مقـدماتی از نمـاد   براي اختصار در نوشـتن اعمـال سـطري    :قرارداد

  .کنیم می
1.  ji RR به معناي تعویض سطرiام و سطرjام است.  
2 . ikRبه معناي حاصلضرب سطرiام در عدد غیر صفرk است.  
3.  jji RRkR  ي افزودنبه معناk برابر سطرiام به سطرjام است.  
  

   21-2مثال

ماتریس

















201
312
814

A تبـدیل   دماتی به یـک مـاتریس همـانی   را با اعمال سطري مق
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  .کنید
  )حل
این امر را  . باشد 1ول باید عدد ي اول از سمت چپ  سطر ا ابتدا دقت کنیم که درایهدر

  :می توان به دو طریق انجام داد
4تعویض سطر اول با سوم  ویا ضرب سطر اول در عدد 

1 .  
براي دقت بیشتردر انجام مراحل این مثال،  درایه پیشرو در داخل دایـره و سـطر لـولا     

  :داریم. داخل بیضی مشخص شده اند

1
814
312
201

31 AA RR 















    

هاي زیر    و با استفاده از اعمال سطري مقدماتی درایه) سطر اول(حال به کمک سطر لولا
  .درایه پیشرو را به صفر تبدیل می کنیم

ي پیشرو آن  سطر دوم سطر لولا خواهد بود اما ابتدا باید درایه2Aاکنون در ماتریس
یا جابجایی سطر دوم و ( -1دن سطر دوم در عددباشد بنابر این با ضرب کر 1عدد 
  .سطر لولا ساخته می شود) سوم

3
1

2
010
110
201

2 AA R 















    

هاي بالا و پایین درایه پیشرو را    ، سطر لولا ، سطر دوم است حال درایه3Aدر ماتریس
فر است و فقط کافی در این مثال درایه بالاي درایه پیشرو  ص. به صفر تبدیل می کنیم

  :را تبدیل به صفر کنیم است درایه زیر آن

43
100

110
201

332 AA
RRR



















 

  

مانند دو مرحله قبل اکنون نوبت سطر سوم است تا به سطر لولا تبدیل شود و باید 

2
42

1
010
110

201

814
110

201
331221 AA RRRRRR 
















 
















  
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  . باشد 1اولین درایه غیر صفرآن عدد

5
1

4
100
110
201

3 AA R 















    

  .هاي بالاي درایه پیشرو را به صفر تبدیل می کنیم   درایه 5Aدر مرحله آخر در ماتریس

.IA RRRRRR 















 
















  

100
010
001

100
110
001

2231132
5  

  
   6-2تذکر

را با اعمال سطري مقدماتی  وارون پذیر است اگر وتنها اگر  بتوان آن Aماتریس مربعی
  .به ماتریس همانی تبدیل نمود

اکنون . ریس داده شده در مثال قبل  وارون پذیر استبنابراین با توجه به تذکر بالا مات
  .پردازیم به بیان روش دیگري براي یافتن وارون یک ماتریس مربعی می

  
  یافتن وارون یک ماتریس توسط اعمال سطري مقدماتی  2-6-3
تشـکیل مـی دهـیم     را ]IA[یک ماتریس مربعی باشد، مـاتریس مرکـب   Aفرض کنیم 
حال اعمال سطري مقـدماتی را روي  ) اضافه می کنیم Aماتریس همانی را به ماتریس(

الگوریتم گفته شـده  (تبدیل شود Iبه Aاین ماتریس طوري به کار می بریم که ماتریس
هـدف  . شود اعمال روي کل ماتریس مرکب انجام میدقت کنیم که این ) در بخش قبل

اگـر چنـین امـري محقـق شـود، مـاتریس       . است Iبه Aما در این جا  تبدیل ماتریس
A وارون پذیر است و وارون آن همان ماتریس تحویل شـدهI    در پایـان از  اسـت کـه

    .دست آمده است  ماتریس مرکب تحویل شده به
                                                                                              

   22-2مثال
  .ک اعمال سطري مقدماتی بررسی کنیدوارون پذیري ماتریس زیر را به کم

  )حل
  :داریم 
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 














 
 















 
 

100
010
001

624
543
121

100
010
001

624
543
121

11 RIA  

  















 
 















 
  

104
013
001

2100
2100
121

100
013
001

624
2100
121

331221 43 RRRRRR

  

.



















  

111
013
001

000
2100
121

332 RRR  

  

لیات سطري پلکـانی سـطر   دقت کنیم که در مثال بالا پس از چند مرحله استفاده از عم
برابر شده اند و ما براي کوتاه تر شدن راه حل مضربی از سـطر دوم را بـه   دوم و سوم 

 Aریم که امکان تبـدیل مـاتریس  سوم اضافه کردیم تا سطر سوم صفر شود و نتیجه بگی
  .وارون پذیر نیستAوجود ندارد و بنابراین ماتریسIبه
  

  32-2مثال
  .را بیابید 21-2وارون ماتریس  مثال

  )حل

 















 
















 

001
010
100

814
312
201

100
010
001

201
312
814

31 RRIA  

  


















 
















  

401
210

100

010
110

201

001
210

100

814
110

201
331221 42 RRRRRR

  





















 


















  

611
210
100

100
110
201

401
210
100

010
110
201

33221 RRRR  
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



















 


















  

611
210
1122

100
110
001

611
210
100

100
110
201

1133 21 RRRR  

  

  




















  

611
401
1122

100
010
001

223 RRR  

  برابر است با Aبنابراین وارون ماتریس

.






















611
401
1122

1A  

  

  6-2هاي بخش  تمرین  
  هاي داده شده را به کمک اعمال سطري مقدماتی   وارون پذیري هر یک از ماتریس

  .را بیابید ید و در صورت وارون پذیري، وارون آنبررسی کن 
  

)الف





















524
012
321

A  ب(

















542
634
221

B  

  

 )ج  






















408
306
112

C  

  

   )د

















427
213
001

D  
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  هاي گوناگون فصل دوم تمرین 
  

 هر گاه. 1







 43

21
Aمطلوبست محاسبه ،tAA  وtt )AA( .  

  

اگر. 2







 21

01
Aآنگاه نشان دهیدIAA 232 .  

 

هرگاه. 3

















632
410
231

Aو



















752
100
042

Bآیا تساوي ،BAAB برقرار است؟  

  

  :اعمال ماتریسی زیر را انجام دهید. 4
 

)الف





































 112
033
123

4
322
321
102

      )ب      3 230
1
1
2

















  

  
  

        )ج
t


















 322

201
130

  )د       532















 

43
21

43
21 1

  
  

  :بدون بسط، نشان دهید. 5

)ac)(cb)(ba(                      )الف
cc
bb
aa


2
2
2

1
1
1

  

  
  

)cba)(ac)(cb)(ba()ب
cc
bb
aa


3
3
3

1
1
1
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abc                                   )ج
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ي ماتریسی با حل معادله.  6
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2
1
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111
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132

z
y
x

  .را بیابید zو x,yمقادیر

 

  :ي زیر صادق باشد را طوري بیابید که در معادلهXماتریس غیر صفر. 7
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
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

0
0
0

053
502
320

X  

  

  :را متعامد نامیم اگر در شرط زیر صدق کند Aماتریس وارون پذیر. 8

IAAAA tt   
  

  :هاي زیر متعامدند نشان دهید ماتریس. 9

 )الف

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














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  )ج            
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   -1یا  1با توجه به تمرین قبل نشان دهید که دترمینان یک ماتریس متعامد برابر. 10
  .است

  .هاي زیر را در صورت وجود بیابید وارون هر یک از ماتریس. 11
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  







03
12    ،







 
13
20      ،















 

264
4106
242

     ،



















100
012
538

  

 :هر گاه داشته باشیم. 12



















122
212

221
A  

  

tAAو  1A ،tA ،tAAمطلوبست تعیین   1.  
  

هاي زیر را در صورت وجود  ل سطري مقدماتی وارون ماتریسبه کمک اعما. 13
  .بیابید

   )الف







13
 )ب  12

















322
210
211

    

  
  

)ج
















620
620
311

)د  
















 522
320
100

  

  
  
  

  

  :را طوري بیابید که داشته باشیم xمقدار. 14

0
111

00
021






x
x

x
  

  
  

ساز به کمک ماتریس رمز. 15









 10
21

Aصورت رمز شده در عبارات متنی زیر را به 

  .آورید
  YA EMAM REZA   )ب                                   SEE YOU )الف
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اگر . 16

















232
433
321

1A آنگاه ماتریسAرا بیابید.  

 

 
 .هاي زیر را بیابید ماتریس همسازه و الحاقی ماتریس. 17

 )الف    







 31

)ب           12
















250
021
432

)ج              
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
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
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
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





725
142
821

  

    
  

  



  3فصل 

  دستگاه معادلات خطی

  
  هدف کلی 

هـاي حـل آن    خطی و روشهدف کلی این فصل آشنایی دانشجویان با دستگاه معادلات
  . است

  
  اهداف رفتاري

  :دانشجو پس از مطالعه دقیق این فصل باید بتواند
  .صورت یک معادله ماتریسی بنویسید هر دستگاه معادلات خطی را به. 1
مجهـول را  nمعادله وnن، جواب یک دستگاه معادلات خطیبه کمک ماتریس وارو. 2

 .در صورت وجود به دست آورد
مجهول  nمعادله و nبا استفاده از دستور کرامر، جواب یک دستگاه معادلات خطی. 3

 .ست آوردرا در صورت وجود به د
به کمک آن روش حذفی گاوس دو دستگاه معادلات خطی هم ارز را بداند وتعریف . 4

 .مجهول به کار گیردnمعادله و mرا براي حل یک دستگاه معادلات خطی
را  ماتریس سطري پلکانی را بشناسد و به کمک اعمال سطري مقدماتی یک ماتریس. 5

 .به شکل یک ماتریس سطري پلکانی تبدیل کند
حـل یـک دسـتگاه    جـردن را در  -پلکـانی روش گـاوس  به کمک ماتریس سـطري  . 6

  .مجهول به کار گیردnمعادله وmمعادلات خطی
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  مقدمه
ي حل دسته خاصی از در این فصل با استفاده از مفهوم ماتریس و دترمینان دو روش برا

نماییم و سپس یک روش کلی  می مجهول ارائه nمعادله وnیک دستگاه معادلات خطی
  .دهیم میارمجهول را مورد بررسی قر nمعادله وmیک دستگاه معادلات خطیحل 

  
 عادلات خطیدستگاه م3-1

در ابتداي این بخش به معرفی تعاریف و مقدمات لازم براي حل یک دستگاه معـادلات  
  . خطی خواهیم پرداخت

  

  تعریف3-1-1 
    :صورت اي به معادله 

bxa...xaxa nn  2211  
   
  .خطی نامیممجهولی nي یک معادله 1x،2x،...،nxمجهولnا ب 

  
  

12ي قبل،  در معادله a,a,...,a nوbبه عنوان . شوند اعداد حقیقی ثابت در نظر گرفته می
32مثال 21  xx22ي است و معادلـه  ي دو مجهولی خطی یک معادله 21  )xsin(x 

  .خطی است مجهولی غیر 2ي یک معادله
)s,...,s,s(صورت حقیقی به تایی از اعدادnهر n21ي که در معادلهn مجهولی فوق صدق

),(بطور مثال. شود کند، یک جواب براي آن نامیده می ),(و03
2
هایی براي  جواب 14

32ي معادله 21  xxهستند .  
   

  تعریف3-1-2
  :صورت زیر است مجهول، دستگاهی به nمعادله و mیک دستگاه خطی شامل 

  
  
  
















nnmnmm

nnn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa









2211

2222121

11212111
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بـه دسـتگاه ذکـر شـده یـک دسـتگاه       .حقیقی هستنداعداد هاibها وijaدستگاه فوقدر
دستگاه فوق طرف دوم تمام معادلات صفر باشـند  اگر در. شود گفته مینیز nmخطی

  .گوییم می همگنغیرغیر این صورت دستگاه را ، درنامیم می همگنرا دستگاه 
  

  1-3مثال
  هاي  دستگاه

)الف







832
52

21
21

xx
xx  ب(








42
2

321
321

xxx
xxx  ج (













4
1
2

1
21
21

x
xx
xx

  
  

23و 22  ،32هاي خطی هایی از دستگاه به ترتیب مثال  هستند.  
  
  تعریف 3-1-3 

)s,,s,s(تـایی مرتـب ماننـد   nیـک  nmیک جواب براي یک دستگاه خطی n21 از
  . اعداد حقیقی است که در تمام معادلات آن دستگاه صدق کند

  
  2-3مثال

),(با توجه به مفروضات مثال قبل، زوج مرتب است، زیـرا  ) جوابی براي دستگاه الف 21

11با قرار دادن x  22و x در آن داریم:                            







82312
5221

)()(
)(.  

),,(مرتب همچنین سه تایی است، زیرا با قرار دادن ) جوابی براي دستگاه ب 002

21 x،02 x 03و x ن داریمدر معادلات آ                      :







40022
2002

)(
.  

سه تایی  براي هر عدد حقیقیداراي بی نهایت جواب است، زیرا  )البته دستگاه ب

),,(مرتب 2 جوابی براي آن خواهد بود                      :   







422
22

)(
.  

یعنی هیچ دو تایی مرتبی به طور . در مثال قبل بدون جواب است) چنین دستگاه جهم
  .کند همزمان در تمام معادلات آن صدق نمی
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   1-3تذکر
021روشن است که همواره  nx...xx ایـن . یک جواب دستگاه همگن است 

  .جواب صفر، موسوم به جواب بدیهی دستگاه همگن است
  
  
  
  
  

  . ناسازگارند) هر دو سازگار و دستگاه ج) و ب) الف هاي ، دستگاه1-3مثالبنابراین در 
  
  تعریف3-1-5

مجموعه  را دهیم و آن نمایش می Sخطی را  با هاي یک دستگاه ي تمام جواب مجموعه
  .نامیم می جواب آن دستگاه

  

و هر دستگاه سازگار دستگاه ناسازگار داراي مجموعه جواب تهی بدیهی است که هر
  .داراي مجموعه جواب تک عضوي یا  بی نهایت عضوي است

  
  3-3مثال

ــا  ــال بـ ــه مثـ ــه بـ ــتگاه 2-3توجـ ــراي دسـ بـ







832
52

21

21

xx
xx، ــه ــوابی مجموعـ جـ

S)},{(صورت به 21و براي دستگاه







42
2

321

321

xxx
xxx ،صـورت    مجموعه جواب به

 R:)a,a,(S  همچنین با توجه به ناسـازگار بـودن دسـتگاه    . خواهیم داشت2













4
1
2

1

21

21

x
xx
xx

براي آن داریم  S.  

  
  3-3تذکر

  دستگاه درواقع براي .یک معادله ماتریسی نمایش دادصورت توان ب میnmدستگاههر

  تعریف3-4-1
و هردسـتگاهی کـه حـداقل یـک      ناسازگاردستگاهی که داراي هیچ جوابی نباشد، 

  .شود نامیده میسازگارجواب داشته باشد 
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  : داریم
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1

2

1

21
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nmij]a[Aکه با فرض ،

















nx

x
X 

1

و 

















mb

b
B 

1

صـورت   ي ماتریسی فوق به معادله 

BAXي خلاصه  شود نوشته می .  
  
  
  
  
  

  4-3مثال

دستگاه 












132
252
523

321

321

321

xxx
xxx
xxx

  .نیدي ماتریسی بیان ک یک معادله صورت را به 

  )حل
  صورت  ي ماتریسی دستگاه مورد نظر به نمایش معادله 





















































1
2

5

312
521
123

3

2

1

x
x
x

  

  .است

 تعریف 3-1-6
BAXصورت یک دسـتگاه  را به nmهرگاه یک دستگاه خطی   دهـیم  نمـایش

 .گوییم ماتریس مقادیر معلوم Bماتریس مجهولات و Xماتریس ضرایب،Aبه
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  nnحل دستگاه معادلات خطی3-2
خواهیم پرداخت،  nnهایی براي حل یک دستگاه این قسمت به بررسی روشدر

ها  آنم که تعداد معادلات و مجهولات دردهی می هایی را مورد بررسی قرار یعنی دستگاه
ي همین فصل مطرح خواهد  ادامهدرnmالبته روش کلی حل یک دستگاه. برابر است

  .شد
  .نیز سه حالت زیر امکان پذیر است nnبراي هر دستگاه nmمشابه یک دستگاه

  .یک جواب منحصربفرد باشدداراي . 1
 .داراي بی نهایت جواب باشد. 2
 .داراي جواب نباشد. 3

 هـاي  دسـتگاه بطورمثـال  







232
1

21

21

xx
xx ،








222
1

21

21

xx
xx  و








2
1

21

21

xx
xx   بـه

یـابیم کـه    بـا انـدکی تامـل درمـی    . نهایت و صفر جـواب هسـتند   ترتیب داراي یک، بی
اتریس ضرایب دستگاه اول غیر صفر و دترمینان ماتریس ضرایب دو دسـتگاه  دترمینان م

ي زیر این مطلب را  قضیه. البته  این رویداد اتفاقی نیست! دیگر هر دو برابر صفر است
  :کند به خوبی  بیان می

  
  
  
  

مـورد   شـوند، تنهـا در   مطـرح مـی   nnهایی که در ادامه  براي حل یک دستگاه روش
  .ها غیر صفر باشد هایی کارآیی دارند که دترمینان ماتریس ضرایب آن دستگاه

  
  ضرایبروش وارون ماتریس 3-2-2

BAXي ماتریسـی  صـورت معادلـه   را که بهnnدستگاه  شـده اسـت را در    نوشـته
. آنگـاه وارون آن وجـود دارد  غیرصـفر باشـد    Aدترمینـان مـاتریس  اگر.گیـریم  نظرمی

  : ي ماتریسی دستگاه، داریم از سمت چپ در معادله 1Aبنابراین با ضرب
BAXBA)AX(A 111    

 قضیه 3-2-1
رایب آن غیرصـفر باشـد، داراي جـواب    ض ـمـاتریس  که دترمینان nnدستگاه هر

  .یکتاست
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اکنون با توجه به تعریف ضرب ماتریسی و تساوي فـوق  مقـادیر مجهـول بـه راحتـی      
  .آیند دست می  به
  

  5-3مثال

دستگاه 







232
1

21

21

xx
xxرا به روش وارون ماتریس ضرایب حل کنید.  

  ) حل
  :نویسیم ي ماتریسی دستگاه فوق را می ابتدا شکل معادله

























 
2
1

32
11

2

1

x
x  

بنابراین






 
 32

11
A 05و با توجه به این که )Adet( دستگاه مورد نظر داراي ،

ي ماتریسی ت که از معادلهجواب منحصر بفردي اس















 

2
11

2

1 A
x
x آید دست می  به.  

  :پردازیم می 1Aي ابتدا به محاسبه













12
1311

)Adet(
A  

                                                              




























5
1

5
2

5
1

5
3

12
13

5
1  

  :بنابراین داریم











































0
1

2
1

5
1

5
2

5
1

5
3

2

1

x
x  

11پس x02و xصورت ، یعنی مجموعه جواب دستگاه به ),(S 01 است.  
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  6-3مثال

دستگاه 












02
232
184

31

321

321

xx
xxx

xxx
  .را حل کنید 

  ) حل

ازمــاتریس ضــرایب دســتگاه مــوردنظر عبارتســت 

















201
312
814

A ي معادلــهپــس 

صورت ریسی دستگاه  بهمات

































0
2
1

3

2

1

x
x
x

A از فصـل   23-2ا توجـه بـه مثـال   ب. است

  :وارون این ماتریس عبارتست ازدوم، 

                






















611
401
1122

1A   

   

                                                 : پس داریم


































0
2
1

1

3

2

1

A
x
x
x

       

                       
























































1
1

2

0
2
1

611
401
1122

 

  
),,(یعنی سه تایی مرتب 112 تنها جواب دستگاه فوق است.  

  
  

  دستور کرامر3-2-3
در حالتی که دترمینان ماتریس ضرایب  nnهاي حل یک دستگاه یکی دیگر از روش

اي از  دسـتور کرامـر نتیجـه   . آن غیر صفر است، روش استفاده از دسـتور کرامـر اسـت   
ي روش وارون ماتریس ضرایب است و فرمـولی صـریح بـراي یـافتن جـواب       استفاده
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  .دهد منحصربفرد دستگاه ارائه می
BAXي ماتریسـی  با معادلـه nnیک دستگاه 0اگـر . نظـر گیـریم   را در)Adet( 

ماتریسـی باشـد کـه از    iAاگـر . اسـت  تگاه داراي جـوابی منحصـربفرد  باشد، آنگاه دس

جایگزین کردن ماتریس ستونی

















nb

b
B 

1

دست آمده اسـت،    بهAام ماتریسiدر ستون

  :با ام برابر استiمجهولآنگاه مقدار

n,,,,i 321          
)Adet(
)Adet(x i

i   
12مجهول nیعنی براي x,x,,x n داریم:  

  

)Adet(
)Adet(x 1

1  ;
)Adet(
)Adet(x 2

2  ;…;
)Adet(
)Adet(x n

n   
  

  7-3مثال

دستگاه







023
1

21

21

xx
xxرا حل کنید.  

  )حل
صـــورت ي ماتریســـی دســـتگاه فـــوق بـــه معادلـــه 

























 0

1
23

11
2

1

x
x کـــه در آن

05 )Adet( .یعنی دستور کرامر در مورد آن کارایی دارد.  

اما 







 03

11
2Aو










 20
11

1Aبنابراین:  

5
21

1 



)Adet(
)Adet(x  5و

32
2 




)Adet(
)Adet(x  

S)},{(صورت ه جواب دستگاه بهپس مجموع 5
3

5
2

 است.  
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  8-3مثال

به کمک دستور کرامر دستگاه 












932
622
52

321

321

321

xxx
xxx
xxx

  .را حل کنید 

  )حل
A,A,Aهاي ي دترمینان ماتریس ابتدا به محاسبه   :پردازیم می3Aو 12

      4
321
122
121

A                           4و
329
126
125

1 A  

    4
391
162
151

2 A                            8و
921
622
521

3 A  

  :بنابراین 

24
83

3 




A
A

x      ،14
42

2 




A
A

x     ،14
41

1 




A
A

x  

S)},,{(صورت پس مجموعه جواب دستگاه مورد نظر به 211 است.  
   

   2-3هاي بخش تمرین  
  .ي ماتریسی بنویسید صورت معادله هاي زیر را به دستگاه. 1

 

)الف







4222
2

321

321

xxx
xxx  ب(               













23
15
02

1

21

21

x
xx
xx

  

   )ج












15
475
132

3

32

321

x
xx
xxx

  
    )د

















43286
1375

0232
132

wzyx
wzyx
wzyx
wzyx
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 .را به کمک روش وارون ماتریس ضرایب حل کنید هاي زیر دستگاه. 2

    )الف












2
442
332

zyx
zyx
zyx

          )ب           












532
3223
122

tsr
str
tsr

  

)ج 












523
4425
134

321

321

321

xxx
xxx
xxx

)د           
















23222
8263
143

552

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

  

 .هاي زیر را به کمک دستور کرامر حل کنید دستگاه. 3

        )الف






05

132
21

21

xx
xx     ب(  













522
52
13

321

321

321

xxx
xxx
xxx

  

)ج  












242
854
032

221

321

321

xxx
xxx
xxx

     )د     















0
02
12
0

421

431

432

21

xxx
xxx
xxx

xx

  

دستگاه kچه مقداري ازي  ازا به. 4













42
12

2

zyx
zkyx
zyx

  داراي جواب یکتا است؟

  
  هاي کلی حل دستگاه روش3-3

ي وارون ماتریس ضرایب و دستور کرامر براي حل ها در بخش قبل به معرفی روش
. در حالتی که دترمینان ماتریس ضرایب غیر صفر باشد، پرداختیمnnیک دستگاه

حالت کلی جوابگوي حل یک دستگاه خطی هاي مذکور در روش بدیهی است که
کاملتري براي حل هاي  پس طبیعی است که به دنبال ارائه و معرفی روش! نخواهند بود

براي نیل به این هدف ذکر مقدمات و تعاریف زیر ضروري به نظر . یک دستگاه باشیم
  .رسد می
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  9-3مثال

ماتریس افزوده دستگاه












522
52
13

321

321

321

xxx
xxx
xxx

  .را بیابید

  )حل

با توجه به این که 



















122
112
131

Aو



















5
5
1

Bپس ،  

.  



















5
5
1

122
112
131

B|A  

  
  10-3مثال

ي  خطی با ماتریس افزوده دستگاه معادلات



















2
1
0

215
431
102

  .را بیابید

  )حل




















2
1
0

B                و



















215
431
102

A  

  :صورت زیر داریم بنابراین دستگاهی به

  تعریف 3-3-1
BAXاگر ستگاهنمایش ماتریسی یک دnm     ي  باشـد، آنگـاه مـاتریس افـزوده
را با آن B|A دهیم و ماتریسی است که از کنار هم قرار دادن مـاتریس   نمایش می

  . آید دست می  ضرایب و ماتریس ستونی مقادیر معلوم به
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   .












225
143
02

221

321

31

xxx
xxx
xx

  

  
  
  
  

  

ي وارون یک  ماتریس، با اعمال سطري مقدماتی آشنا  اسبهدر فصل قبل و در هنگام مح
هاي  شدیم، در این قسمت از اعمال سطري مقدماتی به عنوان ابزاري براي ایجاد دستگاه

اعمـال سـطري   در واقع با بکار بـردن  . کنیم می هم ارز با یک دستگاه داده شده استفاده
ي جدیدي تولید  ماتریس افزوده ي یک دستگاه، همواره مقدماتی بر روي ماتریس افزوده

در ادامـه  . د، هم ارز با دستگاه اولیه استکنیم که دستگاه متناظر با آن ماتریس جدی می
  .پردازیم ها می نخست به معرفی یک مفهوم از بحث ماتریس

  
  
  
  
  
  
  

  11-3مثال
  :اند هاي زیر همگی سطري پلکانی ماتریس

















100
310
241

       ،
















000
100
821

    ،
















0000
3100
0131

        ،














 

00000
10000
41100

  

  
  12-3مثال 

  :صورت سطري پلکانی نیستند هاي زیر به ماتریس

  تعریف 3-3-2
ارز نامیم اگر داراي مجموعـه جـواب یکسـانی     را همnmخطی  دو دستگاه معادله

 .باشند

  تعریف 3-3-3
  :ماتریسی است که هر سه شرط زیر در آن برقرار باشد  سطري پلکانیماتریس 

  .برابر یک باشد) درایه پیشرو(اولین درایه غیر صفر در هر سطر)الف
  .در پایین ماتریس باشند) وجود در صورت(هاي صفر  سطر )ب
  .ي پیشرو سطر قبل باشد است درایهدرایه پیشرو هر سطر سمت ر )ج
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
















400
530
642

C             و







 010

000
B          و








 01

10
A        

  شـرط  Cبرقـرار نیسـت و در  ) شـرط ب Bدر مـاتریس . را نـدارد ) شرط جAماتریس
  .رعایت نشده است) الف

  
  

  
  
  
  
  یادآوري3-3-5

  :اعمال سطري مقدماتی عبارتند از
  تعویض جاي دو سطر) الف
 ضرب یک سطر در عدد غیر صفر)  ب
  ز  یک سطر به سطر دیگرافزودن مضرب ا)  ج
  
  مراحل تبدیل یک ماتریس به ماتریس سطري پلکانی3-3-6

را انجـام  خواه به یک ماتریس سطري پلکـانی، مراحـل زیـر   براي تبدیل یک ماتریس دل
  :دهیم  می
  را مشخص کرده و کنیم و اولین درایه غیر صفر آن اولین ستون غیر صفر را پیدا می. 1
  .کنیم ول جابجا میرا با سطر ا سطر شامل آن  
 کنـیم تـا   ي غیر صفر آن تقسیم مـی  هاي سطر اول را به اولین درایه اکنون تمام درایه .2

  .درایه پیشرو سطر اول برابر یک شود
ي  هـاي زیـر درایـه    هاي بعدي درایه با افزودن مضاربی مناسب از سطر اول به سطر .3

  .کنیم پیشرو در سطر اول را به صفر تبدیل می
گیریم، اکنون ماتریسی داریـم کـه یـک سـطر کمتـر       اول ماتریس را نادیده میسطر  .4

دهیم تا بـه   را در مورد آن ماتریس جدید انجام می 3تا  1ازماتریس اولیه دارد و اعمال 
  .یک ماتریس سطري پلکانی برسیم

  قضیه 3-3-4
ک ماتریس توان با بکار بردن اعمال سطري مقدماتی به ی یس دلخواه را میهر ماتر

 .سطري پلکانی تبدیل کرد



 117   دستگاه معادلات خطی 
 

  
  13-3مثال

ماتریس




























122211
110011
110022
111111
111100

 بـه کمـک اعمـال سـطري مقـدماتی بـه یـک       را 

  .سطري پلکانی تبدیل کنید ماتریس
  )حل

  :کنیم ابتدا جاي سطر اول و دوم را با هم تعویض می




























122211
110011
110022
111100

111111

  

  
هـاي   با توجه به این که درایه پیشرو سطر اول برابر یک است، تنها کافی است که درایه
ر سـط (زیرین آن تبدیل به صفر گردند، براي انجام این کار سطر اول را به عنـوان مبنـا   

را به سطر چهارم و منفـی   را به سطر سوم، یک برابر آن دهیم و دو برابر آن قرار می) لولا
    :افزاییم یک برابرش را به سطر پنجم می
























011100
221100
332200
111100

111111

  

  
را بـر روي   3تـا   1گیـریم و دوبـاره اعمـال     را نادیـده مـی  اخیر اول ماتریس حال سطر

  :صورت زیر است بهدهیم، یعنی ماتریسی که  انجام میمانده ماتریس باقی
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   111111   

















 

011100
221100
332200
111100

  

  
با توجه با این که در اولین ستون غیر صـفر در مـاتریس جدیـد سـتون سـوم اسـت و       

 را تبدیل بـه  هاي زیرین آن ي غیر صفر آن در سطر اول قرار دارد، پس کافی درایه درایه
ش را  را به سطر دوم، و منفی یک برابر براي انجام این کار منفی دو برابر آن. صفر کنیم

  :کنیم اضافه می به سطرهاي سوم و چهارم 
   111111  

















 

100000
310000
510000
111100

  

  
  :صورت زیر داریم اکنون ماتریس جدیدي به

111100
111111


  

















100000
310000
510000

  

  
  :با افزودن منفی یک برابر سطر اول به سطر دوم داریم

111100
111111


  




















100000
200000

510000
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  صورت زیر داریم اکنون ماتریسی به

510000
111100

111111
  












100000
200000  

با ضرب
2
1در سطر بالایی از جدیدترین ماتریس داریم:  

510000
111100

111111
  









100000
100000  

  :اکنون با افزودن سطر اول به سطر دوم خواهیم داشت

510000
111100

111111
  









000000
100000  

هاي بالایی که خارج از مـاتریس و در بـالاي آن نوشـته     بنابراین با در نظر گرفتن سطر
  :لکانی زیر دست یافته ایماند، با ماتریس زیر آن به فرم سطري پ شده

.
























000000
100000
510000
111100

111111

  

  
  روش حذفی گاوس3-3-7

و سپس به کمک اعمال ي دستگاه داده شده را نوشته  در این روش ابتدا ماتریس افزوده
در مـورد  . کنـیم  یک ماتریس سطري پلکـانی تبـدیل مـی    را به شکل آنسطري مقدماتی 

  :حائز اهمیت است تهچند نکسطري پلکانی شده،  ذکر ي  ماتریس افزوده
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  صورت   دست آمده به  اگر سطري از ماتریس به )الف
 1000   

ناسـازگار   شـده داراي جـواب نیسـت، یعنـی بـا یـک دسـتگاه        باشد، آنگاه دسـتگاه داده 
  .مواجهیم

صـورت   اگر هیچ سطري بـه )ب 1000        ظـاهر نشـود، دسـتگاه مـورد نظـر
  .اهد بودسازگار خو

هـاي مـاتریس    اگر دستگاهی سازگار باشد و عناصر پیشرو  هر سطر در تمام  ستون)ج
قرار داشته باشند، آنگاه دستگاه داراي ) ماتریس سمت چپ در ماتریس افزوده(ضرایب 

  .جواب یکتاست
ي سطري  اگر دستگاهی سازگار باشد و ستونی از ماتریس ضرایب در ماتریس افزوده) د

  .نهایت جواب دارد ي پیشرو باشد آنگاه دستگاه بی د درایهپلکانی فاق
  

  14-3مثال

صـورت  ي دسـتگاهی بـه   ي سطري پلکانی شده اگر ماتریس افزوده) الف
















0
1
2

000
000
261

 

]|[صورت باشد، با توجه به این سطر دوم به است، دستگاه ناسازگار بوده و بدون  1000
  .جواب است

صـورت  ي دسـتگاهی بـه   ي سطري پلکانی شده تریس افزودهاگر ما)ب






















0
0
2
1

000
100
310

741

 

باشد، دستگاه مورد نظر سازگار است و با توجه به قرار گرفتن ضرایب پیشـرو در هـر   
  .سه ستون از ماتریس ضرایب در  ماتریس افزوده ، دستگاه داراي جواب یکتاست

صـورت  ي دسـتگاهی بـه   ي سطري پلکانی شـده  اگر ماتریس افزوده) ج
















0
2
7

000
100
231

 

هـاي پیشـرو در سـطر هـا در      باشد، دستگاهی سازگار داریم، امـا بـا توجـه کـه درایـه     
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اند، پـس دسـتگاه مـورد     ستونهاي ماتریس ضرایب از ماتریس افزوده پخش نشده تمامی
  . نظر بی نهایت جواب دارد

   
  15-3مثال

به روش حذفی گاوس، دستگاه







232
1

21

21

xx
xx را حل کنید.  

  ) حل

صورت ي دستگاه فوق به ماتریس افزوده






 
2
1

32
را بـه یـک مـاتریس      آن. اسـت  11

  :کنیم سطري پلکانی تبدیل می

2
1

R
R








 
 







 
 







  

0
1

10
11

0
1

50
11

2
1

32
11 22221 5

1
2 RRRRR  

اکنون دستگاه متناظر با ماتریس






 
0
1

10
  :صورت زیر است به 11








0
1

2

21

x
xx  

در واقـع  . بل حل استدست آمده هم ارز با دستگاه اولیه بوده و به راحتی قا  دستگاه به
02دوم داریمي  از معادله x 12مقدار ي بالایی  رار دادن آن درمعادلهبا قو x دست   هب

صورت آید، یعنی مجموعه جواب دستگاه به می ),(S 01 است.  
   

  16-3مثال

دستگاه




















1222
1
122

1
1

54321

521

521

54321

543

xxxxx
xxx
xxx

xxxxx
xxx

  .را به روش حذفی گاوس حل کنید

  ) حل
  :ي دستگاه داده شده عبارتست از ماتریس افزوده
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



















 




1
1
1
1
1

22211
10011
10022
11111
11100

  

طور که پیش از این ملاحظه شد،  همان است که 13-3ماتریس فوق همان ماتریس مثال 
  :صورت سطري پلکانی آن عبارتست از

       
























0
1
5
1

1

00000
00000
10000
11100
11111

   

][صورت  بینیم سطر تیره شده در ماتریس فوق به طور که می همان 100000 
  .است و این بدان معنی است که دستگاه داده شده داراي جواب نیست

  
  17-3مثال

 دستگاه












0
232
14

zx
zyx

zyx
  .را به روش حذفی گاوس حل کنید

  )حل
  :ماتریس افزوده داریمبا انجام اعمال سطري مقدماتی بر

                

















 















 
 

1
2
0

114
312
101

0
2
1

101
312
114

3RR1      

  





















 


















  



1
2

0

310
110

101

1
2
0

310
110
101

22331

221
14

2
RR)(RRR

RRR
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



















 


















 



2
1
2

0

100
110

101

1
2

0

200
110

101
23332 2

1 RRRRR  

کنیم که ماتریس اکنون مشاهده می 






















2
1
2

0

100
110

101
به فرم سطري پلکانی در آمده  

  : با نوشتن دستگاه متناظر با آن داریم. است

                                    















2
1
2

0

z

zy
zx

    

2ي سـوم آن مقـدار   که از معادله
1

z  دسـت آمـده اسـت و بـا قـرار دادن آن در        بـه

2هاي دیگر داریم معادله
1

x  2و
5

y  . بنابراین مجموعه جواب دستگاه داده شده

صورت به






  ),,(S 2

1
2
5

2
  .است 1

  
 18-3مثال

دستگاه 







42
12

321

321

xxx
xxx                                  را حل کنید  

  )حل
  :کنیم یل میي این دستگاه را به فرم سطري پلکانی تبد ماتریس افزوده 












 









 

6
1

310
211

4
1

112
211

2212 RRR  
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  :صورت زیر داریم پس دستگاهی به








63
12

32

321

xx
xxx  

  

هـا را  و سـایر متغیر   هاي پیشرو متغیر هاي متناظر با عناصر پیشرو در هر سـطر را  متغیر
 3xوهـاي پیشـرو بـه شـمارآمده      متغیر 2xو 1xهاي بنابراین در اینجا متغیر .نامیم آزاد

را برابر عـدد دلخـواه    3xآزاددست آمده متغیر  گر در دستگاه بهاکنون ا. است آزادمتغیر
در نظر گیریم داریم:  








63
21

2

21

x
xx  

  
632و مجهولی است و با قـرار دادن مقـدار  یک دستگاه دو معادله و د که x  در

  :ي اول داریم معادله
 21631 )(x  

563211  x  
  

),,(صورت سه تـایی مرتـب   جوابی به این براي هر انتخاب از بنابر   635 
نهایـت انتخـاب    بـی  پس با توجه بـه ایـن کـه بـراي     . براي دستگاه مورد نظر داریم

  . نهایت جواب است دستگاه داده شده داراي بی) دلخواه استچون(داریم
  صورت  یعنی مجموعه جواب دستگاه  به 

 R|),,(S  635  
  

ــت  ــر . اس ــال اگ ــور مث ــد 0بط ),,(باش 065    ــا ــت و ی ــتگاه اس ــوابی از دس ج
),,(اختیار شود، جواب2اگر 203شود براي آن حاصل می.  
  
  












  

6
1

310
211

221 RR)(
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  19-3مثال

ي دستگاه متناظر با ماتریس افزوده



























4
3
1
1

1

22211
11100
10022
10011
11111

  .را حل کنید 

  ) حل
ق به مـاتریس سـطري پلکـانی    ر روي ماتریس فوبا بکارگیري اعمال سطري مقدماتی ب

  صورت  بهشده اي 

























0
0
3

0
1

00000
00000
10000
21100
11111

  

  :صورت زیر است اکنون دستگاه متناظر با ماتریس فوق به. یابیم دست می

       












3
02
1

5

543

54321

x
xxx
xxxxx

  

به عنوان  4xو2xپیشرو و متغیرهاي 5xو 1x،3xي هاي مشخص شده که در آن متغیر 
  .اند هاي آزاد نمایان شده متغیر

35متغیري سوم  از معادله  xدست آمده است، حال اگر  به2xو4x  در نظـر
  :صورت زیر داریم ، دستگاهی به)دو عدد حقیقی اند ,(ته شوندگرف








06
13

3

31

x
xx  

ي دوم آن داریم که از معادله  63x  ي بـالایی   و با قرار دادن این مقدار در معادلـه
داریم 21x .صورت  به هاي مرتب تایی 5بنابراین تمام  

),,,,( 362   
  .هایی براي دستگاه مورد نظر خواهند بود جواب  
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ي سطري پلکانی عناصر بالایی عناصر پیشرو را نیـز   یافته در واقع در هر ماتریس کاهش
  .کنیم در هر سطر به کمک اعمال سطري مقدماتی به صفر تبدیل می

 
  20-3مثال

  :ي سطري پلکانی هستند رم کاهش یافتههاي زیر همگی به ف ماتریس
        



















0000
1000
0100
0011

       
















0000
1000
0210

      














 

0100
2010
3001

          







10
01  

  
  جردن -روش گاوس3-3-9

. جـردن اسـت   -ترین روش در حل یک دستگاه معـادلات خطـی، روش گـاوس    کامل
ــادي بــا روش گــاوس دارد، تنهــا تفــاوت رو  جــردن -روش گــاوس   ش مشــابهت زی

ا ماتریس افزوده را به یک اینججردن با روش حذفی گاوس دراین است که در -گاوس
  .کنیم ي سطري پلکانی تبدیل می کاهش یافتهماتریس 

  
  21-3مثال

جردن دستگاه معادلات – به روش گاوس







232
1

21

21

xx
xxرا حل کنید.  

  )حل
دیدیم ماتریس سطري پلکـانی شـده از مـاتریس ضـرایب      15-3که در مثال  طور همان

  تعریف 3-3-8
  :نامیم، اگر ي سطري پلکانی کاهش یافتهیک ماتریس را 

  .به فرم سطري پلکانی باشد) الف
  .باشداولین عنصرغیرصفر در هرسطر تنها عنصر غیرصفر در ستون خود ) ب
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صورت به






 
0
1

10
اکنون کافی است با افزودن سطر دوم به سطر اول، درایه . است11

  :بالاي عنصر پیشرو سطر دوم را به صفر تبدیل کنیم









 







  

0
1

10
01

0
1

10
11

112 RRR  

ي سطري پلکانی ش یافتهبنابراین دستگاه متناظر با ماتریس کاه







0
1

10
صورت  ،  به01








0
1

2

1

x
x11است بنابراین x 02و x  است و مجموعه جواب دستگاه مورد نظر

S)},{(عبارتست از 01.  
  

  22-3مثال

جردن دستگاه - به روش گاوس













432
133

32

321

321

321

xxx
xxx
xxx

  .را حل کنید

  )حل
 ي سطري پلکانی تبدیل ي این دستگاه را به شکل کاهش یافته ابتدا ماتریس افزوده

  :کنیم می

                       




















 
















 



2
10
3

110
670

121

4
1

3

132
313

121
331

221
2
3

RRR
RRR

   


















 





















  

10
2
3

670
110
121

10
2

3

670
110

121
1132 1 RR)(RR  

 















 















 
  





4
2

3

100
010
001

4
2
1

100
110
101

223

113

332

112
7

2
RRR

RRR
RRR
RRR

 

 
:دهیم، داریم لکانی را تشکیل میي سطري پ اکنون دستگاه متناظر با ماتریس کاهش یافته  
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












4
2

3

3

1

2

x
x

x
  

31کنیم ملاحظه می x ،22 x  43و x     جواب منحصـربفرد دسـتگاه داده شـده
  .است

  
  23-3مثال

دستگاه معادلات







42
12

321

321

xxx
xxx جردن حل کنید -را به روش گاوس .  

  ) حل
ي دستگاه داده  پلکانی شدهي سطري  دیدیم، ماتریس افزوده18-3طور که در مثال  نهما

صورتشده ب










6

1
310

ي  را به ماتریس کاهش یافتهاکنون این ماتریس .است211

  :کنیم سطري پلکانی تبدیل می
گرفتـه در  اربراي انجام این امر کافی است با افزودن سـطر دوم بـه سـطر اول درایـه قر    

  :درایه پیشرو سطر دوم را برابر صفر کنیم بالاي















 









 

6
5

310
101

6
1

310
211

112 RRR  

  : صورت زیر است دستگاه متناظر با ماتریس فوق به







63
5

32

31

xx
xx  

هایی که داراي درایه پیشرو  هاي متناظر با ستون اینجا نیز همانند روش گاوس به متغیردر
هـاي   متغیـر  2xو 1xبنـابراین شود،  می گفته ها آزادسایر متغیربه و متغیر پیشرو هستند،

  . متغیر آزاد این دستگاه است 3xباشند و پیشرو می
    :در نظر گرفته شود، داریم2xحال اگر 

                      







63
5

2

1

x
x           







63
5

2

1

x
x  

در نظر گرفتیم، را برابر که آن 3xبر حسب متغیر آزاد 2xو  1xپس مقدار متغیرهاي
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  :صورت زیر است مجموعه جواب دستگاه مورد نظر بهبنابراین . آیند دست می  به
}R|),,{(S  635  

  .یعنی دستگاه بینهایت جواب دارد
  

  3-3تذکر
بـه  ي یـک دسـتگاه    هرگاه پس از انجام اعمال سطري مقدماتی و تبدیل ماتریس افزوده

][صورت سطري بهي سطري پلکانی  فرم کاهش یافته 1000  د، دستگاه گردظاهر
  .مورد نظر داراي جواب نیست

  
   24-3مثال

دستگاه معادلات خطی












22
3
1

yx
yx
yx

  .جردن حل کنید -را به روش گاوس 

  )حل
  :کنیم ي سطري پلکانی تبدیل می ابتدا ماتریس ضرایب این دستگاه را به فرم کاهش یافته


















 


















 


























1
2

1

30
10
11

1
2
1

30
20

11

2
3
1

21
11

11
22331

221

2
1 RR)(RRR

RRR

 
















 
















 




1
2

3

00
10
01

5
2

3

00
10
01

33332

112

5
1

3 RR)(RRR
RRR

  

ي  ي سطري پلکانی از ماتریس افزوده با توجه به این که ماتریس کاهش یافته اکنون
][دستگاه شامل سطر   .است، دستگاه مورد نظر داراي جواب نیست 100

  
  
  
  

  
  

  قضیه3-3-10
اسـت  ) غیـر صـفر  (غیر بدیهی ابمجهولی همگن داراي یک جوnو معادلهnدستگاه

  .تنها اگر دترمینان ماتریس ضرایب دستگاه صفر باشدو اگر
  



  2ریاضیات پایه و مقدمات آمار      130
 

  25-3مثال
سـپس مجموعـه   معادلات همگن زیر داراي جواب غیربدیهی است ودستگاه نشان دهید

  .جواب دستگاه را بیابید













034
02
02

321

321

321

xxx
xxx
xxx

  

  )حل
  کنیم دترمینان ماتریس ضرایب را محاسبه می

053234
21

14
11113

122
134
121

112














 )(Adet  

اکنـون بـه روش   . بـدیهی دارد دستگاه همگن داده شـده جـواب غیر  10-3-3قضیه بربنا
کـاهش  چون دستگاه همگن است، مـاتریس  .یمیاب جردن جواب دستگاه را می -گاوس

کـافی اسـت   پـس  ضرایب یکسان خواهد بـود  افزوده وي سطري پلکانی ماتریس  هیافت
  .ي سطري پلکانی تبدیل کنیم ماتریس ضرایب را به فرم کاهش یافته





















 





















 


























350
350
121

134
112
121

134
121

112
331
221

21 4
2

RRR
RRR

RR  

  
  
  
  
  
  

  : صورت زیر است دستگاه متناظر با ماتریس فوق به














05
3

05
1

32

31

xx

xx
  
























 






















 


000
5
310

5
101

350
5
310
121

332
1122 5

2
5
1

RRR
RRRR
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  :، داریم3xفرضمتغیر آزاد است و با  3xبنابراین




 5
3

5
1

21 x,x  
  صورت زیر نوشت توان به و در نتیجه مجموعه جواب دستگاه را می

                                      .














 


 R,,S 5
3

5
1        

  
  26-3مثال

  .دستگاه همگن زیر را حل کنید














05
043

0

32

21

321

xx
xx

xxx
  

  )حل
 :کنیم ینان ماتریس ضرایب را محاسبه میدترم

02271543
11

03
115

150
023
111










Adet  

  

دستگاه  همگن داده شده تنها داراي جـواب بـدیهی اسـت، یعنـی       10-3-3بنابر قضیه 
0321  xxx         .  
  
  
  
  
  

  27-3مثال
   .دستگاه همگن زیر را حل کنید

  
  







022

0432
4321

4321

xxxx
xxxx

  قضیه3-3-11
مجهولی همگن همواره داراي یک جواب غیر بدیهی  nمعادله خطی mیک دستگاه

nmاست اگر) غیر صفر( .  
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  )حل
کنـیم بـراي ایـن کـار      محاسبه میجردن  -سبدیهی دستگاه را به روش گاوجواب غیر 

  :کنیم ماتریس ضرایب را به فرم ماتریس سطري کاهش یافته پلکانی تبدیل می
  

 










 










  2221 5
1

2

10750
4321

2112
4321 RRRR  























 


















25
710

05
101

25
710

4321
1122 RRR  

  

  :صورت زیر است دستگاه متناظر با ماتریس فوق به














02
5
7

0
5
1

432

31

xxx

xx
  

با قرار دادن 43 x,x شود که عبارتست از مجموعه جواب دستگاه حاصل می:  
  

.






  R,),,,(S 25

7
5
1  

  

   3-3هاي بخش تمرین 
  هاي زیـر بـه فـرم سـطري پلکـانی اسـت و کـدامیک بـه فـرم           کدامیک از ماتریس .1

 ي سطري پلکانی است؟ یافته کاهش
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اسـت کـه بـه فـرم سـطري پلکـانی        هاي افزوده اي داده شـده  ماتریسدرهرقسمت  .2
 دسـتگاهی داراي متنـاظر باکـدامیک سازگاراسـت و اگر    که دستگاهخص کنید مش.است

 .را حل کنید ست آنجواب یکتا
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  سطري هاي افزوده اي داده شده است که به فرم کاهش یافته  ماتریسدر هر قسمت . 3
 .مجموعه جواب دستگاه متناظر با هر یک را حل کنید. پلکانی است   
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  .هاي زیر را به روش حذفی گاوس حل کنید هر یک از دستگاه. 4
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 .جردن حل کنید -هاي زیر را به روش گاوس هریک از دستگاه. 5
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ي زیر داراي جواب یکتا  که دستگاه متناظر با ماتریس افزودهرا طوري بیابید kمقدار. 6
  .باشد
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 :صورت زیر است ي دستگاهی به ماتریس افزوده. 7
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  نظر داراي بی نهایت جواب است؟دستگاه مورد mو kبه ازاي چه مقادیري از) الف
  ناسازگار است؟دستگاه موردنظر mو kبه ازاي چه مقادیري از) ب
 .  در وجود و جواب دستگاه زیر بحث کنید. 8
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 .   ، دستگاه زیر داراي جواب منحصر به فرد نیستmبه ازاي چه مقادیري از. 9
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 .نشان دهید دستگاه زیر داراي جواب نیست. 10
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  فصل سومهاي گوناگون  تمرین 
  .ي ماتریسی بنویسید صورت معادله هاي زیر را به دستگاه. 1
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  .هاي زیر را به روش وارون ماتریس ضرایب حل کنید دستگاه. 2
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     )ج 
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 .هاي تمرین قبل را به کمک دستور کرامر حل کنید دستگاه. 3
 را طوري بیابید که دستگاه mمقدار. 4
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  .داراي جواب یکتا نباشد
  .هاي زیر را به روش  حذفی گاوس حل کنید هر یک ازدستگاه. 5
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  .جردن حل کنید -هاي زیر را به روش گاوس دستگاه .6
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      )ج
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 را چنان بیابید که دستگاهkمقدار. 7
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  .داراي جواب یکتا باشد )الف
  .بدون جواب باشد )ب
  .باشد) نهایت جواب بی(داراي بیش از یک جواب )ج
 را طوري بیابید که دستگاهkمقدار. 8
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  .داراي جواب یکتا باشد )الف
  .داراي بی نهایت جواب باشد )ب
  .تعیین کنید که دستگاه زیر داراي جواب باشد cو a ،bشرطی را  بر. 9
 

  
  
 

  
  .هاي همگن زیر را در صورت وجود، بیابید هاي غیر بدیهی دستگاه جواب. 10
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  : دستگاه معادلات خطی زیر را در نظر گیرید. 11
 

                                  
  

                  
نشـان  . ه فقط جواب صفر داشـته باشـد  فرض کنید که دستگاه همگن مربوط) الف. 12

  .داراي جواب منحصربفرد است ibهاي  ثابتدهید که دستگاه بالا براي هر مقدار از 
نشـان دهیـد کـه    . فرض کنیم دستگاه همگن مربوطه جـواب ناصـفر داشـته باشـد    ) ب

هــا جــواب  د نظــر بــه ازاي آنوجــود دارنــد کــه دســتگاه مــور ibهــایی چــون ثابــت
  .د، آنگاه بیش از یک جواب داردهمچنین هرگاه این دستگاه جواب داشته باش.ندارد
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  4فصل 

  ویژه خطی و مقادیر  تبدیلات 

  هدف کلی 
  .ویژه است  هاي خطی و مقادیر هدف کلی این فصل آشنایی دانشجویان با نگاشت

  
  اهداف رفتاري

  :دانشجو پس از مطالعه دقیق این فصل باید بتواند 
  .استقلال و وابستگی خطی یک مجموعه از بردارها را بیان کند. 1
 .را تعیین کند نموده و براي هر ماتریس آن رتبه ماتریس را تعریف. 2
 .هاي رتبه ماتریس را بیان کرده و در حل مسائل به کار گیرد خواص و ویژگی. 3
 .را تعریف کند و از سایر توابع تشخیص دهد) تابع خطی(خطی تبدیل. 4
 .خطی را تعیین کند ماتریس نمایشگر هر تبدیل. 5
 .ریف کرده و در مسائل به کار گیرداعمال جبري روي تبدیلات خطی را تع. 6
 .خطی را تعریف نماید مقدار و بردار ویژه یک تبدیل. 7
  ها را  را بداند و بتواند آن رابطه بین مقدار ویژه و بردار ویژه یک ماتریس و تبدیل آن. 8

  .محاسبه کند    
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  مقدمه
رفی نمـوده و سـپس اسـتقلال و وابسـتگی     را مع nR در این فصل ابتدا فضاي برداري

در خاتمـه فصـل بـا    . دهـیم  خطی یک مجموعه از بردارها را مـورد بررسـی قـرار مـی    
خطـی و   شویم و روش محاسبه مقدار ویژه و بردار ویژه یک تبدیل خطی آشنا  می تبدیل

  . دهیم ماتریس را ارائه می

  

  nRفضاي برداري4-1 
ي  حقیقـی و یـک مجموعـه    بعـدي   -nه معرفی مفهوم فضـاي بـرداري   در این بخش ب

  .مستقل خطی از بردارها خواهیم پرداخت
  
  تعریف 4-1-1

را فضـاي   دهـیم و آن  نمـایش مـی  nRبعدي حقیقی را با  -nي تمام بردارهاي مجموعه
nبنابراین . بعدي حقیقی نامیم:  
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  1-4تذکر

بعدي   -nدر این فصل براي سهولت در امر نوشتن، بردار 






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




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nx

x
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1

 تایی -nصورت را به 

)x,,x,x(مرتب n21 ن فضايبنابرای. دهیم نمایش میnR توان  در تعریف فوق را می
  :صورت زیر بازنویسی کرد به

 Rx,,x,x:)x,,x,x(R nn
n   2121  
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بعدي است که روي  تشکیل یافته از تمام بردارهاي تک Rیا  1R فضاي برداري حقیقی
هر بـردار تنهـا داراي بعـد     1Rفضاي برداريدر .محور اعداد حقیقی قابل نمایش است

  .طولی است

}Rx:x{R 1  
  ایـن  . ، شامل بردارهـایی بـا دو بعـد طـول و عـرض اسـت      2Rفضاي برداري حقیقی 

            :توان در صفحه اعداد حقیقی نمایش داد  فضاي برداري را می

}Rx,x:)x,x{(R  2121
2  

در این فضا . شود تمام بردارهاي سه بعدي را شامل می3Rو نیز فضاي برداري حقیقی
  :هر بردار داراي سه بعد طول، عرض و ارتفاع است

}Rx,x,x:)x,x,x{(R  321321
3  

  

  تعریف4-2-1
ــه  ي مجموع mV,,V,VX 21ــامل ــردار mش ــايب ــریم  را درnRفض ــر گی                              .نظ

   صورت را به Vنامیم اگر  بتوان Xرا یک ترکیب خطی از اعضاي nRدرVبردار

mmVcVcVcV  2211  
12 که در آننوشت   c,c,,cm  اعداد حقیقی هستند.  
  
  

  1-4مثال
ي مجموعه ),(),,(X 3121  2شامل دو بردار از فضايR  بـردار  . را در نظر گیـریم

),( 51ي صورت یک ترکیب خطی از اعضاي مجموعه بهXاست، زیرا :  

),(),(),( 31321251   
  

  2-4مثال
),(نشان دهید بردار ),(یک ترکیب خطی از بردارهاي 45 ),(و32   .است 21

  ) حل
   :اي پیدا کنیم که  را به گونه 2cو1cباید اعداد

     ),(),(c),(c 453221 21   
  یا
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),()cc,cc( 45322 2121   
  :صورت زیر داریم بنابراین دستگاه معادلاتی به








432
52

21
21
cc

cc  

71هاي که با حل این دستگاه جواب c 62و c بنابراین . آید دست می به:  
.),(),(),( 32621745   

  
  3-4مثال

),,(آیا بردار X)},,,(),,{(ي یک ترکیب خطی از اعضاي مجموعه 523 211101  است؟  

  )حل
  صورت  اي به براي پاسخ به این سوال ابتدا معادله

),,(),,(c),,(c 523211101 21   
  :آید دست می صورت زیر به بنابراین دستگاهی به. دهیم تشکیل می













52
2
3

21
2
21

cc
c
cc

  

11اول این دستگاه داریم ي از دو معادله c22و cي سـوم  که این دو مقدار در معادله 

),,( پس دستگاه مورد نظر ناسازگار است و در نتیجه بردار. کند دستگاه صدق نمی 523 
  .نوشت Xصورت ترکیب خطی عناصر توان به را نمی

   
  2-4تذکر

 ي نـاتهی از  صورت یک ترکیب خطـی از هـر مجموعـه    توان به را میnRبردار صفر در

  .نوشت nRي بردارها
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  تعریف  4-1-3
خطی نامیم اگر بتوان عضوي ي  را وابستهnRي متناهی از بردارهاي یک مجموعه 

  .یک ترکیب خطی از سایر اعضا نوشت صورت مجموعه را به از این
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  4-4مثال
),(دیــدیم 3-4طــور کــه در مثــال   همــان خطــی از   یــک ترکیــب  صــورت بــه  45

),(بردارهاي ),(و32 )},,(),,(),{(ي اسـت، بنـابراین مجموعـه    21 ي خطـی   وابسـته  453221
  .است

  
  3-4تذکر

  :صورت زیر نیز نوشت ي خطی از بردارها را به ي وابسته توان تعریف یک مجموعه می
ي یک مجموعه mV,,V,VX 21 از برداريnR ي خطی است اگر و تنهـا  وابسته 

12اگر اعداد حقیقی c,c,,cm  که همگی صفر نیستند، وجود داشته باشد بطوریکه:  
),,,(VcVcVc mm 0002211    

 
  5-4مثال

 ي مجموعه ),,(),,,(),,,(   :زیرا . داراي وابستگی خطی است 100001202

.),,(),,)((),,)((),,)(( 000100400142022   

  

  4-4تذکر
 وابسته خطـی شامل بردار صفر،  nRي اي از بردار ها مجموعههر  2-4با توجه به تذکر

  .است

  
  6-4مثال

ي مجموعه ),,(),,,(),,,( خطـی   باشـد، بنـابراین وابسـته    شامل بردار صفر مـی  852000321
  .است

   

  تعریف 4-1-4
ي مجموعه  یک mV,,V,VX 21 بردارهاي  ازnR  شود، اگر می  نامیده خطی  مستقل  

VcVcVc),,,(تنها اگر از تساوي و mm 0002211    نتیجه شود که:  
021  mccc .  
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ي خطـی نباشـد، مسـتقل خطـی      اي از بردار ها که وابسـته  بدیهی است که هر مجموعه
  . است

  
  7-4مثال

ي نشان دهید مجموعه ),,(),,,(),,,(X 211121111 مستقل خطی است.  

  ) حل
  فرض کنیم تساوي 

),,(),,(c),,(c),,(c 000211121111 321   
0321 دهیم که نشان می.برقرار باشد  ccc .  

  :ي فوق دستگاه زیر را داریم از معادله













02
02
0

321
321
321

ccc
ccc
ccc

  

با توجه به این که دترمینان ماتریس ضرایب دستگاه همگن فوق غیر صفر اسـت، پـس   
),,(سه تایی تنها جواب این دستگاه 0321باشد، یعنی می 000  ccc.  

  
  5-4تذکر

  :در بررسی سریع استقلال خطی یک مجموعه از بردارها نکات زیر حائز اهمیت است
مسـقل  )که تنها عضوش غیر صـفر اسـت  (ر ها ي تک عضوي از بردا هر مجموعه) الف

  . خطی است
  . ي خطی است وابستهبردار nبا بیش از nRهر زیر مجموعه) ب
 nn، کـافی اسـت ماتریسـی   nRعضوي از بردارهايnي یک مجموعه در بررسی) ج

اگر دترمینـان  .ستآن یکی از بردارهاي این مجموعه ا) ستون(تشکیل دهیم که هرسطر 
مسـتقل خطـی    صورت این ماتریس صفر باشد، آن مجموعه وابسته خطی و در غیر این

  .است
  

  8-4مثال

ي مجموعه) الف ),,,(   .مستقل خطی است 4Rدر فضاي 4321
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ي  مجموعه) ب ),,(),,,(),,,(),,,( 532211431120  3هاي از بردارR ي خطی است ابستهو.  

ي  این قسمت توسط مفهوم استقلال خطی به هر ماتریس، یک عدد صـحیح و   در ادامه
  . دهیم ي ماتریس نسبت می نامنفی به نام رتبه

  

  تعریف4-5-1
nmAي ماتریس رتبه  را با)A(r دهیم و ایـن عـدد برابـر اسـت بـا تعـداد         نمایش می

  .Aمستقل خطی  از ماتریس) یا ستونهاي(هاي  طرس

  
  6-4تذکر

اکنـون  . کنـیم  را به فرم سطري پلکانی تبدیل می ي یک ماتریس ابتدا آن براي یافتن رتبه
  . ي پیشرو، همان رتبه ماتریس است تعداد سطرهاي با درایه

  
  9-4مثال

ي ماتریس رتبه






















321
262
131

A یابیدرا ب.   

  ) حل
را بـه یـک مـاتریس     ي ماتریس فوق ابتدا با اعمال سطري مقـدماتی آن  براي یافتن رتبه

  :کنیم سطري پلکانی تبدیل می




















 





















 

























410
000
131

321
262
131

321
262
131

331
221

11
2

RRR
RRR

RR  

  



















 



















  

000
410

131

000
410
131

2232 RRRR  

  
است، بنـابراین   2هاي داراي درایه پیشرو برابر شود تعداد سطر طور که مشاهده می همان
  .2)A(rخواهد بود یعنی 2ماتریس برابري این  رتبه
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  ي ماتریس خواص رتبه 4-1-6
  .ي هر ماتریس صفر برابر صفر است رتبه) الف
  .ي هر ماتریس سطري یا ستونی غیرصفر برابر یک است رتبه) ب

  .ستا n برابر nI ي هر ماتریس همانی رتبه) ج 

  :صورت باشد دراین nي یک ماتریس مربعی از مرتبه Aفرض کنیم) د
n)A(r    0)Adet(  

  و  همچنین 
n)A(r   0)Adet(  

A(r(}n,mmin{داریمAمانند  nmبراي هر ماتریس) ه 0  

A(r)A(r( )و t.  

B(r),A(rmin{)AB(r{( )ز  .  

  

   1-4هاي بخش تمرین  

 هاي زیر مستقل خطی است؟ کدامیک از مجموعه. ١
             )الف      301402321 ,,,,,,,,A            

                      )ب    604302  ,,,,,B  

)ج        0501001301021001 ,,,,,,,,,,,,,,,C    

        )د      ),,(,,,,,,,,,D 403612202101   

                                         )ه },,{E 010  

                                           )و ),(F 00  

),,(بردار . 2   :ي زیر بنویسید صورت ترکیب خطی از اعضاي مجموعه را به 909

 ),,(),,,(),,,( 102021312  
),,(نشان دهید که بردار. 3  صـورت یـک ترکیـب خطـی از اعضـاي      توان بـه  را نمی 321

 ي مجموعه ),,(),,,(),,,(    .نوشت 010101111

ي را طوري بیابید که مجموعهaقدارم. 4 ),a,(),a,,a(),,a,( ي  از بردارهـا وابسـته  10101
  .      خطی باشد

ي مجموعهaاز  به ازاي چه مقادیري. 5 )a,,a(),a,a,(),,a,a(   خطی است؟ مستقل 000
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 .هاي داده شده را بیابید ي هر یک از ماتریس رتبه. 6

           )الف







 0

1
A ب(               311B 

   )ج









 124
31

C   د(       



















110
013
531

D  

       )و

















40
12
31

E  ز(    










 1742

0531
F    

  )ح
















010
200

301
G  

) ط





















0000
7202
3310
1311

H  

  
  تبدیلات خطی 2-4

هـا   ي ماتریس پردازیم و در ادامه رابطه در این قسمت ابتدا به معرفی تبدیلات خطی می
  .کنیم  با این تبدیلات را بیان می

  

  تعریف 4-7-1 

 صـورت  نگاشـتی بـه   mRبـه فضـاي بـرداري   nRاز فضاي برداريTخطی یک تبدیل 
mn RR:T     با این خاصیت است کـه  بـراي هـر دو بـردارXوY درnR   و عـدد

  :داشته باشیم aحقیقی
)Y(T)X(aT)YaX(T   

  
mnخطـی  در واقع تبدیل RR:T  بـردار)x,,x,x(X n21 از فضـايnR   را بـه
X(T,),X(T),X(T()X(T((برداري چون  m21از فضايmR کند منتقل می:  

                                               mn RR:T     
))X(T,),X(T),X(T()X(TX m21  

  
12 ر اینجا به هر یک از توابعد T,T,,Tm  خطـی  تبدیل هاي مولفهT  شـود  مـی  گفتـه .

  .هستند Rبه  nRخطی توابعی از  هاي هر تبدیل مولفه



   2اضیات پایه و مقدمات آمار ری     148

  7-4تذکر
mnخطی ي خطی بودن یک تبدیل توان رابطه می RR:T   صـورت دو شـرط   را  بـه 

  :مجزاي زیر نیز نوشت

Y(T)X(T)YX(T(داشته باشیمnRدر Yو Xبراي هر دو بردار) الف .  

aX(T(aXباشیم داشته Xو بردار  a براي هر عدد حقیقی) ب .  

  
  10-4مثال

32نگاشت RR:T  صورت  که به:  
)x,x,xx()x,x(T 112121 3   

x,x(X(خطـی اسـت، زیـرا بـراي هـر دو بـردار       شـود یـک تبـدیل    تعریف می 21 و
)y,y(Y 21 2از فضايR حقیقی و عددa داریم:  
  

                                                  ))y,y()x,x(a(T)YaX(T 2121   
                )yax,yax(T 2211   

                                  )yax,yax,yaxyax( 11112211 33               
              )y,y,yy()ax,ax,axax( 11211121 33   

                                  )y,y,yy()x,x,xx(a 11211121 33   
                )y,y(T)x,x(aT 2121   

                                                               .)Y(T)X(aT   
  

  8-4تذکر
  .کند خطی، بردار صفر را به بردار صفر منتقل می هر تبدیل

23که نگاشت نشان دهید RR:T   ي ضـابطه  بـا)x,x()x,x,x(T 21321 1  یـک 

  .خطی  نیست تبدیل

  )حل
),,(خطی باشد، بایستی که بردار صفر تبدیل یکTاگر  ),(را به بردار صفر 000  منتقـل  00

  :کند، اما داریم 
),(),(),(),,(T 0001001000   

  

  .خطی نیست یک تبدیلTبنابراین نگاشت
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  .کند را به خودش تصویر می nRدر واقع تبدیل همانی، هر بردار از فضاي 
  
  
  
  
  
  
  

  

  
mnبدیهی است که تبدیل صفر  RR:O هر بردارnعدي در فضايبnR بردار  را به

  .کند بعدي تبدیل می mصفر
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  خطی  کند که براي هر تبدیل قضیه قبل بیان می
                                                   mn RR:T   

  
))X(T,),X(T),X(T()X(TX m21  

  :داریم
  
         nnn xaxaxa)x,,x,x(T)X(T 12121112111    

        nnn xaxaxa)x,,x,x(T)X(T 22221212122    

                                                                                
    nmnmmnmm xaxaxa)x,,x,x(T)X(T   221121  

  

  :دار ها بازگردیم، داریماکنون اگر دوباره  به همان نمایش ستونی بر

  تعریف  4-1-8
nnخطی تبدیل RR:I  صورت  که به:  

)x,,x,x()x.,x,x(I nn  2121   
  . شود شود، تبدیل همانی نامیده می تعریف می

  تعریف  4-1-9
mnخطی تبدیل RR:O  صورت که  به:  

),,,()x,,x,x(O n 00021    
  . شود شود، تبدیل صفر نامیده می تعریف می

   قضیه 4-1-10
mnنگاشـت  RR:T   خطــی اســت اگـر و تنهــا اگـر  بــراي هــر    یــک تبـدیل

)x,,x,x(X n21درnR ــه ــع مولف 12 اي تواب T,T,,Tm ــه ــکصــو ب  رت ی

12 ترکیب خطی از x,x,,x n  باشند.  
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

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




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
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
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

2
1

21

22221
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  بنابراین اگر





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A









21

22221
11211

و            




















nx

x
x

X

2
1

  

  
  

mnخطی آنگاه تبدیل RR:T  صورت توان به را میAX)X(T  نمایش داد.  
  

  تعریف4-1-11
mnخطی اگرتبدیل RR:T  صورت را بهAX)X(T   نمایش دهیم، به مـاتریسA 

  .گوییم Tخطی ماتریس نمایشگر تبدیل

  
mnخطی نمایشگر تبدیل واضح است که ماتریس RR:T یک ماتریسnm است .  

  
  

  12-4مثال
22خطی ماتریس نمایشگر تبدیل RR:T  صورت که به   

)xx,xx()x,x(T 212121 3225   
  .شود، را تعیین کنید تعریف می

  )حل
  :صورت زیرند خطی به اي این تبدیل جا توابع مولفه در این

21211 25 x)(x)x,x(T   
21212 32 xx)x,x(T   
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خطی برابراست با بنابراین ماتریس نمایشگر این تبدیل






 
 32

25
A.  

  
  13-4مثال

23خطی ماتریس نمایشگر تبدیل RR:T  صورت را که به   
)xx,xx()x,x,x(T 3231321 32   

  .شود را بیابید تعریف می

  ) حل
  :صورت زیر هستند خطی به یلاي این تبد توابع مولفه

321313211 101 x)(x)(x)(xx)x,x,x(T   
321323212 32032 x)(x)(x)(xx)x,x,x(T   

  

خطی عبارتست از بنابراین ماتریس نمایشگر این تبدیل









 320
101

A.  

  
  14-4مثال

  صورت  خطی به اگر ماتریس نمایشگر یک تبدیل

                                                     
























500
102
032
101

A  

  

  .خطی را مشخص کنید باشد، این تبدیل
   ) حل

43خطـی  است، پس با یـک تبـدیل   34یک ماتریس Aکه با توجه به این RR:T  

را در  فی است که مـاتریس نمـایش آن  خطی کا براي مشخص شدن این تبدیل. مواجهیم

ستونیاربرد

















3
2
1

x
x
x

Xداریم. ضرب کنیم:  
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
















3
2
1

500
102
032
101

x
x
x

AX)X(T
























3
31
21

31

5
2

32

x
xx
xx

xx

  

  

43صورت خطی مورد نظر به بنابراین تبدیل RR:T  است که در آن:    
      

.)x,xx,xx,xx()x,x,x(T 3313121321 5232   
  
  

  تعریف 4-1-12

nnفـرض کنــیم  RR:T   خطــی بـا مــاتریس نمایشـگر   یـک تبــدیلA اگــر. باشــد 

Aخطی پذیر باشد، آنگاه وارون تبدیل وارونT را با  وجود دارد و آنnn RR:T 1 
  :  دهیم که در آن  نمایش می

XA)X(T 11    
  

  15-4مثال
  .را در صورت وجود بیابید 13-4خطی مثال  وارون تبدیل

  )حل

صورت نظر به خطی مورد با توجه به این که ماتریس نمایشگر تبدیل






 
 32

25
A است  

  : وجود دارد و عبارتست از 1Tباشد، بنابراین پذیر می و  یک ماتریس وارون 
  

 
                                                                               

                    














 




2
1

1

32
25

x
x

                           

                    





























21

21

2

1

52
23

19
1

52
23

19
1

xx
xx

x
x

 

xx,xx()x,x(T(بنابراین  212121
1

19
5

19
2

19
2

19
3




.  

  
  
  

XA)X(T 11  
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   2-4هاي بخش تمرین  

 خطی است؟ یلهاي زیر یک تبد کدامیک از نگاشت. 1

RR:F )الف 2          2121 xx)x,x(F   

33 )ب RR:G           ),x,()x,x,x(G 00 1321   

22)ج RR:H          )x,x()x,x(H 2121   

23)د RR:J       )xx,xx()x,x,x(J 3
23 32

21321


     

  .خطی مورد نظر را بیابید در هر قسمت ماتریس نمایشگر تبدیل. 2
33)الف RR:T           )x,x,x()x,x,x(T 123321   

42)ب RR:T            ),xx,,xx()x,x(T 00 212121   

3RR:T)ج           ),x,x()x(T 03
2

  

  
 .هاي نمایشگر داده شده را بیابید متناظر با ماتریسخطی  تبدیل. 3

)الف

















100
010
001

A  ب(             

















3
0
2

A  ج  (
























01
23
10
21

A  

   

     )د







 54

31
A  ه(








 1000

0021
A  و(     








 01

10
A  

 :که باشند بطوري 2Rبه  3Rهایی از تبدیل S و Tهرگاه. 4

)x,xx()x,x,x(T 321321 32   
)xxx,x()x,x,x(S 3211321   

STهاي آنگاه تبدیل 2 22و ST  را بیابید.  

 .تبدیلات خطی زیر را در صورت وجود بیابیدوارون . 5
22 )الف     RR:T              ;         )xx,xx()x,x(T 212121 32   

33  )ب      RR:T   ; )zyx,zx,zyx()z,y,x(T 641122   
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 هاي ویژه ویژه و بردار مقادیر4-3
خطـی   و بردار ویژه براي یک تبدیل در این بخش به معرفی و بررسی مفهوم مقدار ویژه

  .پردازیم و یک ماتریس می
  

  تعریف4-1-13 
nnفرض کنیم  RR:T    عـدد حقیقـی  . خطـی باشـد   یـک تبـدیل   را یـک مقـدار 

 کــه موجــود باشــد بــه طــوريnRدرXنــامیم اگــر بــردار ناصــفري چــون Tي ویــژه

X)X(T  .صورت هر بردار ناصفر صادق در این رابطه را یک بردار ویژه در اینT      
  .نامیم ي متعلق به مقدار ویژه

  
  
  

  
  9-4تذکر

nnخطـی  براي تبدیلي متعلق به مقدار ویژهیک بردار ویژه  Xاگر RR:T   ،باشـد 

  :ازاین بردار نیز یک بردار ویژه است، زیرا kXآنگاه هر مضرب اسکالر
  

)kX()X(k)X(kT)kX(T   
  

  16-4مثال
  

nnخطی همانی تبدیل RR:I   در این صورت براي هر بردار. گیریم میرا درنظر X 

   :داریم nRدر
XX)X(I 1  

ویـژه متعلـق بـه       یـک بـردار   nRاست و هر بردار درIي ویژه یک مقدار1بنابراین
1 است.  

  
 17-4مثال 

22خطــی تبــدیل RR:T   ي بــا ضــابطه)xx,x()x,x(T 21221 23  را در نظــر
),(هاي اکنون براي بردار. گیریم می ),(و 23 11 داریم:  

  

         ),(),(),(T 2324623           و),(),(),(T 1133311   
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ــابراین ),(هســتند و Tي ویژهدو مقــدار 3و2بن ــژهبردار 23 ــا وی ــاظر ب  اي متن

2و),( 11 3اي متناظر با مقدار بردار ویژه بدیهی است که هر مضربی . است
   .ي یافته شده است ویژه اي وابسته به مقادیر هاي ویژه باز هم بردار ویژه از این بردار

کنیم و  هاي مربعی مطرح می ویژه را در مورد ماتریس ي بحث ابتدا بحث مقادیر ادامهدر 
nnخطـی  سپس به کمک ماتریس نمایشگر تبـدیل  RR:T  ـ  ادر خـواهیم بـود کـه    ق

   .دست آوریم خطی را به ي یک تبدیل هاي ویژه ویژه و بردار مقادیر
  
  تعریف 4-1-14
ــه    ــیم ک ــرض کن ــه  Aف ــی از مرتب ــاتریس مربع ــک م ــن nي ی ــد، درای ــورت باش     ص

nnنگاشت RR:T ي که با ضابطهAX)X(T  خطـی   شود، یـک تبـدیل   تعریف می
   .شود تعریف میTخطی ي تبدیل همان مقدار ویژهAي ماتریس اکنون مقدار ویژه. است

  
  

 nRاز Xردار ناصفرازاي یک ب است اگر بهAي ویژه مقداردیگر عدد حقیقی عبارت به

                    :داشته باشیم 
XAX   

  .شود نامیده می متعلق به Aي بردار ویژه Xو در این حالت
  

  18-4مثال

ي ناصفر ماتریس هاي ویژه و بردار ویژه مقادیر







 23

21
A را بیابید.  

  ) حل
XAXي ابتدا معادله  دهیم را تشکیل می:  



























2
1

2
1

23
21

x
x

x
x

  

  :یعنی 








221
121

23
2

xxx
xxx

  

  :که در واقع دستگاه همگن زیر را داریم 



   2اضیات پایه و مقدمات آمار ری     156

)*           (







023
021

21
21

x)(x
xx)(

  

اکنون دقت کنیم که دستگاه همگن داراي جواب غیـر بـدیهی اسـت اگـر و تنهـا اگـر       
  :دترمینان ماتریس ضرایب آن صفر باشد، بنابراین

0144323
21 2 



))((  

   .هستندAي ماتریس ویژه مقادیر 1 و 4بنابراین

  :داریم ) *(در دستگاه  4 با قرار دادن اکنون








023
023

21
21
xx

xx
  

  

21 بـه عنـوان مثـال   . صفر اسـت  دستگاه یافت شده داراي بی نهایت جواب غیر x  و

32 x جوابی از دستگاه مورد نظر است، پس بردار







3
2

ي ناصـفر   یـک بـردار ویـژه    

مضربی از بـردار  4ي متعلق به ویژه  است و هر بردار4ویژه وابسته به مقدار







3
2

 

  .باشد می
دن این مقدار در ، با قرار دا 1 هاي ویژه وابسته به به همین طریق براي یافتن بردار

  :داریم) *(دستگاه 








033
022

21
21

xx
xx

  

  

11 عنـوان مثـال   صـفر اسـت،  بـه    نهایت جواب غیر که دستگاه فوق نیز داراي بی x  و

12 xجوابی براي آن است، پس بردار







1
1

ي  ویـژه  ویژه وابسته به مقـدار  یک بردار 
1 1 باشد و هر بردار دیگر متعلق به می مضربی از این بردار خواهد بود.  

  
  10-4تذکر

  کل روش کلی زیر توسعه توان مجموعه عملیات صورت گرفته در مثال فوق را به ش می
  :داد، به این ترتیب که
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ــافتن مقــادیر ــراي ی ــژه ب ــهي مــاتریس م وی ــهAماننــدnي ربعــی ازمرتب ــدا معادل ي  ، ابت
XAX از این معادله داریم. دهیم را  تشکیل می:  

OX)AI(   
  

 حـال )  اسـت  1nماتریس ستونی صفر Oو nي ماتریس همانی از مرتبه Iکه در آن(

  :است،  پس Xي فوق داراي جواب ناصفري چون چون معادله
0 )AIdet(  

. گـوییم Aي مـاتریس  ي ویـژه  که به آن معادله استفوق یک معادله برحسبتساوي 
 همچنـین بـه چنـد   . شوند محاسبه میAي ماتریس ویژه اي،  مقادیر چند جمله باحل این

AxIdet()x(p(اي جمله ماتریس) مشخصه(ي اي ویژه جمله چندAشود گفته می .  
  

  

  19-4مثال

ي ماتریس ویژه مقادیر





















466
353
331

A را بیابید.  

  ) حل
AIابتدا ماتریس دهیم  را تشکیل می:  

  




























































466
353
331

466
353
331

100
010
001

  

  
  

  :عبارتست از Aي ماتریس ي ویژه بنابراین معادله
0 )AIdet(  

042                                        :یعنی
466

353
331

2 




)()(  

  .استAي ماتریس ویژه به عنوان مقادیر 4و2هاي که داراي جواب
  

  قضیه4-1-15 
   :برابر است باAي مشخصه ماتریس آنگاه چند جملهباشد 22یک ماتریسAاگر   

02  )Adet()A(tr  
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  )اثبات
22فرض کنید ]a[A ijآنگاه داریم:  

                        
2221

1211
aa

aa
)AIdet(




  

21122211 a.a)a)(a(                                      
)aaaa()aa( 211222112211

2   

                                   .02  )Adet()A(tr  
  

  20-4مثال
ویژه ماتریس مقادیر










 01
23

A دست آورید را به.  

  )حل
صـورت زیـر تشـکیل     با توجه به قضیه قبل معادله مشخصـه مـاتریس داده شـده را بـه    

                                            :دهیم می

0232   
 ي مشخصـه هسـتند عبارتنـد از    هـاي چنـد جملـه    ویژه که همـان ریشـه   بنابراین مقادیر

12و.  
  

  

  21-4مثال

ویژه ماتریس مقادیر 






 
 25

12
A دست آورید را به.  

  )حل
012برابر اسـت بـا   3-3-4ه قضیه با توجه ب Aمعادله مشخصه ماتریس    کـه ایـن

گوییم ایـن مـاتریس مقـدار ویـژه      معادله داراي ریشه حقیقی نیست و در این حالت می
  .حقیقی ندارد

  
  22-4مثال

22خطی ي تبدیل ویژه مقادیر RR:T  صورت که به: )yx,yx()y,x(T 533   

  .دشود، را بیابی تعریف می
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  )حل

 :خطی عبارتست از ماتریس نمایشگر این تبدیل







 51

33
A  

  
  :ي ماتریس فوق عبارتست از ي ویژه معادله  3-3-4ي  با توجه به قضیه

01282   
ي  ویـژه  قـاً مقـادیر  کـه همـین اعـداد دقی   6و2هاي این معادله عبارتنـد از  ریشه
  .خطی مورد نظر هستند تبدیل

  
  11-4تذکر

  :چند ویژگی بردار ویژه و مقدار ویژه عبارتند از
  .است 2Aمقدار ویژه ماتریس 2باشد آنگاه Aمقدار ویژه ماتریساگر .1
 1Aویژه مـاتریس مقـدار 1آنگاهباشـد Aویژه ماتریس معکـوس پـذیر  مقداراگر .2

  .است
 اسـت   cAمقدار ویـژه مـاتریس   cباشد آنگاه Aمقدار ویژه ماتریس مربعی اگر .3

 .یک اسکالر است cکه در آن 
که  است Aنیز بردار ویژه ماتریس cxباشد آنگاه Aبردار ویژه ماتریس مربعیxاگر. 4

  .یک اسکالر است c در آن

  

   3-4هاي بخش تمرین 

 وجـود صـورت  هـاي مـاتریس داده شـده را در    ویـژه ویژه و بردار درهرقسمت مقادیر.1
  .بیابید

  )الف 







 14

23
A ب(  











 13
46

B ج(   






 
 11

13
C  د( 


















000
100
010

D  

)ه 

















100
120
111

E ز(



















150
130
121

Fح(






















110
101

154
Gو (





















2000
1200
0014
0003

H  
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وجود  خطی داده شده را در صورت هاي تبدیل ویژه و بردار ویژه قسمت مقادیردر هر. 2
  .بیابید

22 )الف     RR:T  باضابطه ي)x,xx()x,x(T 22121 3  
22 )ب     RR:T با ضابطه ي)xx,xx()x,x(T 212121 32   
22 )ج     RR:T با ضابطه ي)x,x()x,x(T 1221   
33 )د      RR:T با ضابطه ي)zx,zyx,yx()z,y,x(T 24223   

33 )ه       RR:T  باضابطه ي)zy,zy,x()z,y,x(T 2523   
33 )و      RR:T با ضابطه ي)zyx,zyx,zyx()z,y,x(T 46635333   
ي  ویـژه  صـورت مقـدار   در ایـن . باشـد Aي مـاتریس  مقـدار ویـژه  2فرض کنیم. 3

13و22Aهاي ماتریس A را بیابید.  
 



  5فصل 

 توابع چند متغیره و مشتقات جزئی

 هدف کلی 
هدف کلی این فصل آشنایی دانشجویان با مفهوم توابع چند متغیره، حد و پیوسـتگی و  

کاربردن آن در بهینه سازي مسائل مربوط  گیري از این توابع و به به خصوص عمل مشتق
  .به بحث اقتصاد و مدیریت است

  

 اهداف رفتاري
  : لعه دقیق این فصل باید بتوانددانشجو پس از مطا

  .ها را تعیین کند توابع چند متغیره را تعریف کرده و قلمرو آن. 1
حد توابع چند متغیره را تعریف کرده و در مورد وجود و یا عدم وجـود حـد تـابع    . 2

 .شده بحث و بررسی کند داده
داده شده در هر  پیوستگی توابع چند متغیره را تعریف کرده ودر مورد پیوستگی تابع. 3

 .دامنه، تحقیق و بررسی کندنقطه از
 .مفهوم مشتق جزئی را براي توابع چند متغیره بیان کند. 4
 .پذیر را محاسبه کند مشتق جزئی مرتبه اول و دوم هر تابع چند متغیره مشتق. 5
را محاسـبه   متغیره را تعریف کرده و در صـورت وجـود آن   دیفرانسیل کل توابع چند. 6

 .کند
 گیري براي توابـع چنـد متغیـره را بیـان کـرده و از آن در      اي در مشتق قاعده زنجیره. 7

 .هاي جزئی توابع مرکب استفاده کند محاسبه مشتق
 .صریح را محاسبه کند با استفاده از مشتق ضمنی، مشتقات جزئی توابع غیر. 8
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 .اشداقتصاد آشنا بعلم بازرگانی ومشتقات جزئی درکاربرد ازبا چند. 9
مقـادیر  ره بدون محـدودیت را تعریـف کـرده و   توابع چند متغی نسبیهاي  اکسترمم. 10
 .صورت وجود براي توابع داده شده محاسبه کندها را در آن
هـا را در   هاي نسبی توابع چند متغیره مقید را تعریـف کـرده و مقـادیر آن    اکسترمم. 11

  .دست آورد ب لاگرانژ بهصورت وجود براي توابع داده شده به کمک روش ضرای
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  مقدمه
. ایم، همگی برحسب تنها یک متغیر مسـتقل بودنـد   ها آشنا شده توابعی که تاکنون با آن
وابســته بـه تغییـرات تنهـا یـک متغیــر      f، تغییـرات تـابع  x(f(یعنـی در بررسـی تـابع   

  اد و مـدیریت، بـه بـیش از یـک متغیـر     اقتص ـاما بسـیاري از توابـع در   . استxمستقل
تنها به قیمت خود آن بلکه به کالاهاي  طور مثال تابع تقاضاي یک کالا، نه به. وابسته اند

در این فصل بـه بررسـی مفـاهیم    . مرتبط و میزان درآمد مصرف کننده نیز وابسته است
  . پردازیم یل براي توابع دو متغیره و سه متغیره میاساسی حساب دیفرانس

  
  توابع چند متغیره5-1

برحسـب دو یـا چنـد    یـک متغیر ها  توان یافت که در آن هاي آشناي زیادي را می فرمول
ي  یک مثلث دلخواه وابسته به انـدازه ازAطور مثال مساحت به. قابل محاسبه استمتغیر

bhAفرمولکه ازاست، hوارتفاعbي قاعده 2
1

همچنین حجـم . آید دست می بهV از
محاسـبه   قابـل V=lwh توسط فرمـول hارتفاعوwعرض، lمستطیل با طولیک مکعب 

12عددnازxانگین حسابیاست و نیز می x,x,...,x n  وابسته به این اعداد است کـه از ،
  :آید دست می ي زیر به رابطه

)xxx(
n

x n 21
1  

  :توان گفت که بنابراین می
 - Aتابعی از دو متغیرbوh است.  
 - V تابعی از سه متغیرw,lوhاست.  
 - x تابعی ازn12متغیر x,x,...,x n است.  

 ـنحـوه نمـایش    طـور مثــال   بـه  شـبیه نمـایش تــابع یـک متغیـره اسـت،      متغیـره ابع دوت
y,x(fz(عبارت به این معنی است کهz   هـاي  تـابعی برحسـب متغیـرxوy  اسـت و

z,y,x(fw(همچنین عبارت متغیرw صـورت تـابعی از سـه متغیـر     را بـهx،yوz 
x,,x,x(fu(دهد و در حالت کلی نمایش می n21نمایش وابستگی متغیرu  بـهn 

12متغیر مستقل x,x,...,xnاست .  
حقیقی اي ازخط  ي یک تابع حقیقی زیرمجموعه نهایم، دامکه پیش از این دیده طور همان
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  :باشد، آنگاه  Dي یک تابع حقیقی با دامنهx(f(است، پس اگرRییعن
RRD:f   

یعنــی اســت، xyي صــفحهاي از ي حقیقــی زیرمجموعــه تغیــرهمي یــک تــابع دو امنــهد
  :  باشد، آنگاه Dي تابعی دو متغیره با دامنه y,x(f(اگر

RRD:f  2  
حقیقی است،  ي ازفضاي سه بعدي ا ي یک تابع سه متغیره حقیقی زیرمجموعه دامنهو نیز

  :داریمDي با دامنه z,y,x(f(ي بنابراین براي تابع سه متغیره
RRD:f  3  

  :هاي زیر نوشت تعریفصورت  توان به شده در بالا را میي مطالب ذکر  خلاصه
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  1-5مثال
221اگر yx)y,x(f آنگاه مقدار),(f را مشـخص  ي این تابع  را بیابید و دامنه01

  .کنید
  ) حل

  :ي تابع داریم در ضابطه0yو 1xبا قرار دادن 

  تعریف 5-1-1
ــک ــابع ی ــب دوبfت ــررحس ــه هر  yوxمتغی ــه ب ــت ک ــانونی اس ــوق از )y,x(عض

  :دهد، یعنی را نسبت میy,x(f(ی یکتايحقیقعدد 2RدرDي مجموعه
RRD:f  2  
)y,x(f)y,x(   

  تعریف 5-1-2
از  )z,y,x(قانونی است که به هـر عضـو   zوx،yسه متغیربرحسب  fیک تابع
  :دهد، یعنی را نسبت میz,y,x(f(حقیقی یکتايددع 3RدرDي مجموعه

RRD:f  3  
)z,y,x(f)z,y,x(   
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01101101 22 ),(f  
  :ي تابع مورد نظر عبارتست از دامنه

   101 222222  yx:R)y,x(yx:R)y,x(D  
ه اي ب ایرهنظر درون و مرز دي تابع مورد شود، دامنه دیده می زیرشکل طورکه در که همان

  .وشعاع واحد است مرکز مبدأ

  
  

  2-5مثال
yxln(y)y,x(f(اگر  e(f,(آنگاه مقدار 21 ي ایـن تـابع    را یافتـه و دامنـه  0
  .مشخص کنیدرا

  ) حل
  :با جایگذاري داریم

32110100 22  )eln()eln(),e(f  
  

  :ه کنیم کابتدا دقت  y,x(f(ي براي یافتن دامنه
)yxln(yf DDD


 21   

  : اما
   y:R)y,x(y:R)y,x(D y 


101 22

1  
  و نیز 

   2222 02 xy:R)y,x(yx:R)y,x(D
)yxln(




  
  :بنابراین داریم

 22 1 xy:R)y,x(Df   
  .ي این تابع نمایش داده شده است دامنهبعد  در شکل
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  3-5مثال
222اگر zyx)z,y,x(f ،آنگاه مقدار),,(f 211را دنظري تابع مور دامنهد ورا بیابی

  .مشخص کنید
  )حل

  :با جایگذاري داریم
6411211211 222  )(),,(f  

  اي همـواره تعریـف    جملـه ي این تابع دقت کنـیم توابـع چند   هکردن دامنبراي مشخص 
: یعنـی . ي این تابع برابر با تمام نقاط فضاي سه بعدي حقیقی است شده اند، پس دامنه

3RDf .  
  

  1-5تذکر
ایم نمودار یک تابع یک متغیره در فضاي دو بعدي نمایش  طور که تاکنون دیده همان

بعدي نیاز  جا نیز براي رسم نمودار یک تابع دومتغیره به فضاي سه این شود، در داده می
  .داریم

  
  4-5مثال

22ي دومتغیـره نمودار تابع بعد  درشکل yx)y,x(f      ن رسـم شـده اسـت کـه بـه آ
  :شود سهمیگون گفته می
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   1-5هاي بخش تمرین 
3براي تابع . 1 xy)y,x(f مقادیر زیر را بیابید.  

f),()الف     yx,yx(f( )ب             35              ج( )yx,xy(f 423 

ــر.2 xye)y,x(gاگـ 3و)tln()t(x 12 1و t)t(yــاه را t(y),t(x(g((آنگـ
  .بیابید

xzxy)z,y,x(fي براي تابع سه متغیره. 3 زیر را بیابیدمقادیر.  

f),,( )الف     201      ب( )x,yx,yx(f 3       ج( )xz,
x
y,xy(f 

 xyي صـفحه ي داده شـده را بیابیـد و آن را در   بـع دو متغیـره  یـک از توا ي هر دامنه. 4
  .نمایش دهید

yxln()y,x(f( )الف     922          ب( 
224

1
yx

)y,x(f


  

y,x(f(ylnxln         )ج             د(           
yx

)y,x(f


 2
1  

 
  حد و پیوستگی 5-2

چنـد متغیـره   اي ازمفهـوم حـد و پیوسـتگی توابـع دو یـا       به بیـان مقدمـه   دراین بخش
این جا تنها براي آشنایی مختصر دانشجو با این مفهـوم   مطالب ذکر شده در. پردازیم می

ود، بنـابراین از  ش ـ و ارتباط آن با موضوع اصلی این فصل یعنی مشتقات جزئی بیان مـی 
نشجویان علاقمند بـه آشـنایی   است دا بدیهی. صرف نظر خواهد شدذکر تمام جزئیات 
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  .هاي حساب دیفرانسیل پیشرفته مراجعه نمایند توانند به کتاب بحث حد میدقیق 
  

  
  
  
  
  
  
  

  2-5تذکر
  .صورت وجود منحصربفرد استحدیک تابع در) الف
ه در البت.ره، به طریق فوق قابل تعریف استمتغیnطورکلی حد توابع سه متغیره و به)ب

  . هایی از حالت دو متغیره خواهیم پرداخت این بخش تنها به بررسی مثال
  

  5-5مثال
1421517457 )الف 3

21

3 


))(()()xyxlim(
),()y,x(

  

3                 )ب
2
6

02
0233

02









 ),()y,x(

)(
yx
yxlim  

                         )ج
),()y,x(

)(yx eeelim
31

79122 2



   

 )د
5
1

55
00

22

22





 .z),()y,x(
)z(
)zsin(lim

)yx(
)yxsin(lim  

  

22غییر متغیردقت کنید که در این مثال ت yxz   ایـن نکتـه کـه    کـاربردیم و از  را بـه
)y,x(),(هرگاه  00  0آنگاهz نیز به خوبی استفاده شده است.  
        
                 6-5مثال
22اگر yx

xy)y,x(f


ي باشد، آنگاه حد این تابع را در نقطه),( خواسته  مسیرهاياز00

  تعریف5-2-1
ــا نزدیــک شــدن نقطــهاســت اگــر Lبرابــر)b,a(ي نقطــهدرf)y,x(تابعحــد ي  ب

نزدیـک گـردد و درایـن صـورت      Lمقدار تابع به عـدد ، )b,a(به )y,x(متحرك
  :نویسیم می

)b,a()y,x(
L)y,x(flim


 
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  .شده محاسبه کنید
),(به)y,x(نزدیک شدن) الف   .هاxاز مسیر محور00
),(به)y,x(نزدیک شدن) ب   .هاyاز مسیر محور00
),(به)y,x(دننزدیک ش) ج xyاز مسیر محور00 .  
),(به)y,x(نزدیک شدن )د xyخط از مسیر00 .  
),(به)y,x(نزدیک شدن )ه 2xy سهمیاز مسیر00 .  

  )حل
22متغیره، بنابراین تابع دو0yها داریمxمحوردرمسیر)الف yx

xy)y,x(f


  به تابع

00ي متغیره تک
00 22 



x

)(x),x(fکه  وضوح حد این تابع هنگامی شود، که به تبدیل می
0x کند، برابر صفر است میل می.  

22متغیره، بنابراین تابع دو0x:ها داریمyمحوردرمسیر)ب yx
xy)y,x(f


   به تـابع

0ي متغیرهتک 
0

00 22 



y
y)()y,(f وضـوح حـد ایـن تـابع نیـز        شود، که به میتبدیل

  .برابر صفر است 0yکه هنگامی

xyخطدرمسیر)ج  22ي متغیره دوتابع yx
xy)y,x(f


ي  متغیـره  صورت تابع تـک  به

2

2

22 2x
x

xx
)x(x)x,x(f 


 آید، بنابراین می در:  

2
1

2
0

2

2

0000





x
),()x,x(),()y,x( x

xlim)x,x(flim)y,x(flim  

xyخطدرمســـیر)د  ــابع 22ي دومتغیـــرهتـ yx
xy)y,x(f


ــ ــابع  هبـ صـــورت تـ

2ي متغیره تک

2

22 2x
x

)x(x
)x(x)x,x(f 





شود، بنابراین  تبدیل می:  

2
1

2
0

2

2

0000










x
),()x,x(),()y,x( x

xlim)x,x(flim)y,x(flim  

2xyدر مسیر)ه  ي    صورت تابع یک متغیره ي موردنظر به تابع دو متغیره  
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42

3

222

2
2

xx
x

)x(x
)x(x)x,x(f





  

  :شود، بنابراین نوشته می

.01
0

2
0

42

3

00

2

00











xx
),()x,x(),()y,x( x

xlim
xx

xlim)x,x(flim)y,x(flim  
  

  
  
  
  
  
  

  
  
  .گذرند، نمایش داده شده است می)b,a(ي چند مسیر دلخواه که از نقطهزیر شکلدر

  
  7-5ثالم

22نشان دهید که تابع yx
xy)y,x(f


ي در نقطه),(   .داراي حد نیست00

  )حل
0داریـم 0yمسـیر در دیـده شـد،   6-5مثـال طـور کـه در   همان

00


 ),()y,x(
)y,x(flim و در

  قضیه5-2-2
اگر)الف

)b,a()y,x(
L)y,x(flim


ي که نقطـه ، آنگاه در هرمسیر)y,x( بـه را)b,a(  متصـل

  .استLکند، حاصل حد مورد نظر برابر می
داراي حد نباشـد و یـا در   y,x(f(باشد که تابع)b,a(هب )y,x(اگر مسیري از)ب

ــواب   ــف ج ــیر مختل ــود،       دو مس ــل ش ــابع حاص ــد ت ــراي ح ــاوتی ب ــاي متف ه
آنگاه

)b,a()y,x(
)y,x(flim


  .موجود نیست 
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xyمسیر  2داریـم
1

00


 ),()y,x(
)y,x(flim دو مسـیر مجـزا   ه درک ـ توجـه بـه ایـن   اکنـون با

  .نظر وجود ندارددست آمده است، پس حد مورد وتی بههاي متفا جواب
  

  2-5تذکر
کافی است )b,a(ي دلخواه در نقطهf)y,x(اثبات عدم وجود حد براي تابعبراي ) الف

را کننـد،   عبـورمی )b,a(ي از نقطـه کـه   xyي صـفحه در 2Cو 1Cکه دو مسیر متفاوت
  .ر نشودتابع مورد نظر در این مسیرها برابطوري بیابیم که حد

ي داده شـده   اثبات موجود نبودن حد یـک تـابع درنقطـه   مورد روش مذکور تنها در) ب
. رود ارد، بـه کـارنمی  خواهیم اثبات کنیم حد تـابعی وجـود د   مواردي که میاست و در

یـن مقـال   اسـت کـه در ا  وکـار بـردن روش   اثبـات مـوارد دوم، بـه   اصلی در روش
   .گنجد نمی

  
  8-5مثال

نشان دهید که حد تابع 
yx
yx)y,x(f




ي در نقطه),(   .موجود نیست 00
  ) حل

),(ي ها که هر دو از نقطهyها و محورxبا انتخاب دو مسیر محور ، این کنند عبور می 00
  :کنیم له را پیگیري میمسأ

ــابع دو، 0y:داریمهــاxمحوردرمســیر ــابراین ت ــرهبن متغی
yx
yx)y,x(f




  ــابع ــه ت ب

ي متغیره تک
x
x

x
x),x(f 



 0
که  شود، که به وضوح حد این تابع هنگامی تبدیل می 00

0x استکند، برابرعدد یک  میل می.  

بنـابراین تـابع دو متغیـره   ، 0x:ها داریـم yمحوردرمسیر
yx
yx)y,x(f




   بـه تـابع

ي متغیره تک
y
y

y
y)y,(f 





 0
وضـوح حـد ایـن تـابع      شـود، کـه بـه    تبـدیل مـی  00

بنابراین در دو مسیر مجـزا،  . کند، برابر عدد منفی یک  است میل می 0yکه  هنگامی
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  .هاي متفاوتی حاصل گردید، یعنی حد تابع مورد نظر موجود نیست جواب
  

  3-5تذکر
),(ي در نقطهf)y,x(اگر در بررسی حد تابع mxyبا انتخاب مسیر00   تـک  ، به تـابع

),(ي حد آن در نقطه اي برسیم که ضابطه باشـد، آنگـاه حـد تـابع     mوابسته به مقـدار 00
  .نظر در این نقطه وجود ندارد مورد

  
  9-5مثال

34نشان دهید که حد تابع

22
yx
yx)y,x(f


 ي در نقطه),(   .موجود نیست 00

  ) حل
mxyبالا از مسیر وجه به تذکربا ت ي به نقطه),( صـورت   درایـن . شـویم  نزدیک می00

334صـورت  داده شده به ي متغیره دو تابع

3

34

2 22
xmx

mx
)mx(x
)mx(x)mx,x(f





  تبـدیل

  :اکنون داریم. استxشود که تنها شامل متغیر می
  

23334

3

000

222
mm

m
xmx

mxlim)mx,x(flim
x),()mx,x(







  
  

),(ي داده شده در است، پس حد تابع دو متغیرهmیعنی مقدار حد وابسته به مقدار 00 
  .موجود نیست

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  تعریف 5-2-3
  :پیوسته است، اگر شرایط زیر برقرارباشد)b,a(ي در نقطهf)y,x(ي متغیرهدو تابع
)الف

)b,a()y,x(
)y,x(flim


  .موجود باشد 

  .موجود باشدb,a(f(تعریف شده باشد، یعنی )b,a(ي در نقطهf)y,x(تابع) ب
)ج

)b,a()y,x(
)y,x(flim


 .باشد b,a(f(ابر بابر 
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  10-5مثال

نشان دهید تابع













),()y,x(

),()y,x(
yx

)yxsin(
)y,x(f

001
),(ي در نقطه00   .پیوسته است 00

  )حل
ابتدا

),()y,x(
)y,x(flim

00
  :کنیم را محاسبه می 

1
000

00









z),()y,x(

),()y,x( z
zsinlim

yx
)yxsin(lim)y,x(flim  

yxzي حد فوق از تغییر متغیر دقت کنیم که در محاسبه  استفاده شده است.  
100اما با توجه به تعریف تابع داریم ),(f      بنابراین با توجه بـه برابـري حـد تـابع بـا ،

),(ي مقدار تابع در نقطه   .رسد ، پیوستگی در این نقطه به اثبات می00
  

 11-5مثال

تابع نشان دهید











),()y,x(

),()y,x(
yx

x
)y,x(f

002
0022

2

),(ي در نقطه    .ناپیوسته است00

  )حل
mxyابتدا با درنظر گرفتن مسیر  به بررسـی

),()y,x(
)y,x(flim

00
دادن بـا قـرار  . پـردازیم  مـی 

mxy ــابطه ــابع دو ض ــره ي ت ــه  متغی ــده، ب ــک  ي داده ش ــابع ت ــورت ت ــره ص ي  متغی

22

2

)mx(x
x)mx,x(f


 بنابراین. شود تبدیل می:  

222

2

000 1
1
m)mx(x

xlim)mx,x(flim
x),()mx,x( 







  
،mاکنون با توجه به وابستگی این حد به مقدار

),()y,x(
)y,x(flim

00
این بدان موجود نیست و  

  .برقرار نیستy,x(f(معنی است که شرط اول پیوستگی تابع
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   2-5هاي بخش تمرین  
  :حدود داده شده را محاسبه کنید.1

 )الف
),()y,x(

)xysinxylim(
 3

1
 )ب                     

),()y,x(
xyxlim

24

3 3 2

  

  

 )ج
),()y,x(
yx

)yxtan(lim
00

                      ب(  

),()y,x(
yx
yxlim

20

2



  

  

),(ي در هر قسمت نشان دهید که حد تابع داده شده در نقطه. 2   .موجود نیست 00

22 )الف
4

yx
)y,x(f


                 223 )ب yx

yx)y,x(f



  
  

22 )ج yx
)xycos()y,x(f


                  2 )د

22

22
)

yx
yx()y,x(f




  
 

تابع نشان دهید. 3













),()y,x(

),()y,x(
yx

)yxtan(
)y,x(f

001
),(ي در نقطه00   .پیوسته است00

  

تابع نشان دهید. 4













),()y,x(

),()y,x(
yx
yx

)y,x(f
002
0033

33

),(ي در نقطه   .ناپیوسته است00

  
 مشتقات جزئی5-3
یعنـی   ترین مباحث حساب دیفرانسیل و انتگرال، کاربرديبخش به توسیع یکی از ایندر

مشتق توابع چند متغیره .وابع چند متغیره خواهیم پرداختمفهوم مشتق یک تابع، براي ت
تمـام   fیک تابع چنـد متغیـره  اگر براي . توابع یک متغیره داردشباهت زیادي با مشتق 

جه خواهیم ها را ثابت فرض کنیم، آنگاه با تابعی تک متغیره موا جز یکی از آن ها به متغیر
  .نامیمfمشتق این تابع را یک مشتق جزئی تابع. شد
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  4-5تذکر
  :دو نوع مشتق جزئی وجود دارد y,x(f(ي براي یک تابع دو متغیره

ي  در هنگام محاسبه. یمده مایش مینy,x(fx(که آن را باxمشتق جزئی نسبت به)الف
مشـتق  xنسـبت بـه  y,x(f(شـود و از تـابع   گرفتـه مـی  نظرثابت درyمتغیراین مشتق، 

  .گیریم می
در هنگام محاسبه این . دهیم نمایش می y,x(fy(را با که آنyجزئی نسبت به مشتق) ب

  .گیریم مشتق میyنسبت بهy,x(f(شود و از تابع نظر گرفته می ثابت درxمشتق، متغیر
                                                             )y,x(fx          

                                                             )y,x(f     
                                                              )y,x(fy  

 

  
  12-5مثال
yxyx)y,x(fاگر 743 32    جزئـی باشد، آنگـاه مشـتقات)y,x(fxو)y,x(fy را

fx),(سپس مقداربیابید و fy),(و21   .را محاسبه کنید21
  )حل

گیـري   مشـتق xعبارت مـورد نظـر نسـبت بـه    گیریم و از نظر می را ثابت درyابتدا متغیر

  تعریف5-3-1
y,x(fz(فرض کنیم  تابعی برحسب دو متغیرx وy اگر . باشد  

h
)y,x(f)y,hx(flim

h


0

  
  xzیـا y,x(fx(نامیده و با نمـاد xنسبت به متغیرfرا مشتق جزئی موجود باشد، آن

  ین ترتیب در صورت وجود حد به هم. دهیم نمایش می

h
)y,x(f)hy,x(flim

h


0

  
نمـایش  yzیـا y,x(fy(بـا نمـاد  نامیـده و  yنسـبت بـه متغیـر   fرا مشتق جزئی  آن
  .دهیم می
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  :کنیم می

  46743 332  xyyxyx
dx
d)y,x(fx  

گیریم  مشتق میy، از عبارت مورد نظر نسبت به متغیرxاکنون با ثابت نگه داشتن متغیر
  :دست آید نیز بهyتا مشتق جزئی نسبت به

  79743 2232  yxyxyx
dy
d)y,x(fy  

  :بنابراین داریم
52421621 3  ))((),(fx 43721921چنین و هم 22  )()(),(fy.  

   
  نمادهاي مشتق جزئی5-3-2

y,x(fz(اگر آنگاه مشتقات جزئیxfوyf)ها مشتقات جزئی مرتبه اول تابع  که به آن
  را با نمادهاي ) شود گفته مینیز fي دومتغیره

x
f

   ،

x
z

                  و

y
f

  ،

y
z

  

  .دهیم نیز نمایش می
ــی همــان ــه ملاحظــه م ــی بجــاي شــود،  طورک ــراي نمــایش مشــتقات جزئ نمــاد ازdب

)همچنـین بـراي نمـایش مشـتقات جزئـی مرتبـه اول تـابع        .دشـو  استفاده مـی )وندر
)y,x(fz  ي در نقطه)b,a(توان نمادهاي زیر را به کاربرد می:  

by,axx
f


    ،

)b,a(x
f

       ،

)b,a(x
z

      ،)b,a(

x
f

      ،   )b,a(

x
z

  

  
  

  13-5مثال
22اگر 5yyx)y,x(f  آنگاه مطلوبست

x
f

  و

y
f

.  

  )حل
  xy)()x(y)y(

x
)x(

x
yyyx

xx
f 205255 2222 














  

.  yx)y()(x)y(
y

)y(
y

xyyx
yy

f 1025155 222222 













  
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  14-5مثال
xlnyylnx)y,x(fاگر  آنگاه مقادیر زیر را بیابید:  

)e,e()الف
x
f

                                  ب ()e,e(

y
f

  

  ) حل

ي ابتدا به محاسبه) الف
x
f


پردازیم می:  

x
yyln)x(ln

x
y)x(

x
yln)xlnyylnx(

xx
f















  

  :بنابراین 

011 



e
eeln)e,e(

x
f  

ي  با محاسبه) ب
y
f

 داریم:  

xln
y
x)y(

y
xln)y(ln

x
x)xlnyylnx(

yy
f















  

011بنابراین 

 eln

e
e)e,e(

y
f.  

  
  

  15-5مثال
xzyمشتقات جزئی مرتبه اول تابع zeyexe)z,y,x(f را بیابید.  

 )حل
متغیره است، باید سه مشتق جزئی مرتبه  این مثال، سهنظر در که تابع مورد توجه به اینبا  

  :محاسبه کنیمرا zfوxf ،yfاول
xyxzy

x zee)zeyexe(
x

)z,y,x(f 



  
zyxzy

y exe)zeyexe(
y

)z,y,x(f 



  

.xzxzy
z eye)zeyexe(

z
)z,y,x(f 




  
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  مشتقات جزئی مرتبه دوم5-3-3
که ه اینبا توجه ب. باشدyوxتابعی دو متغیره بر حسبfکنیمفرض 

x
f

و

y
f

  توابعی

. جزئـی هسـتند   ها نیـز داراي مشـتقات   آن خودباشند، پس  میyو xحسب متغیره بر دو
  :اند قابل تعریف fچهار مشتق جزئی مرتبه دوم برايبنابراین 

(x             :            xxfگیري نسبت به دومرتبه مشتق
x
f(

xx
f












2

2
  

  

(y              :             yyfگیري نسبت به دومرتبه مشتق
y
f(

yy
f












2

2
  

  

(y             :        xyfو سپس xگیري نسبت به مشتق
x
f(

yxy
f











2
  

  

(x        :             yxfو سپس yگیري نسبت به مشتق
y
f(

xyx
f











2
  

  

  : شوند دیده میy,x(f(ي مشتقات تابع دو متغیرهدر نمودار درختی زیر
                                           
                                                                         )y,x(fxx         

                                                 )y,x(fx                                       
                  )y,x(fxy                                                

                 )y,x(fyy  )y,x(f  
                                                )y,x(fy  

                 )y,x(fyx                               
      

  16-5مثال
423دوم تابع جزئی مرتبه مشتقات xyyx)y,x(f را بیابید.  

  )حل
  :داریم

4223 yyx
x
f



         33و 42 xyyx

y
f



  



 179    جزئیتوابع چند متغیره و مشتقات       

  :بنابراین خواهیم داشت

                    2422
2

2
63 xy)yyx(

x
)

x
f(

xx
f
















          

   2333
2

2
12242 xyx)xyyx(

y
)

y
f(

yy
f














  

3233
2

4642 yyx)xyyx(
x

)
y
f(

xyx
f















  

 .32422
2

463 yyx)yyx(
x

)
x
f(

yxy
f















  
  

  17-5مثال
ycosxsiny)y,x(fاگر     .را بیابید yxyfآنگاه  2
  )حل

                )ysinxsiny(
xy

)
y
f(

xyyxy
ffyxy 















 2

223
  

           .xsin)xcosy(
y

))ysinxsiny(
x

(
y

222 










  
  

  18-5مثال
yxyyx)y,x(fاگر 11432  2عبارتآنگاه مقدار)f(ff xyyyxx  ي  نقطـه را در

),( 12  محاسبه کنید.  
  ) حل

yxfx 42   1143و 2  xyfy بنابراین:  
2xxf ،4xyf  وyfyy 6  

  :یعنی
1612462 22  y)()y()f(ff xyyyxx  

),(ي اکنون مقدار عبارت فوق در نقطه 12  یابیم را می:  
.2816112122  )(),)()f(ff( xyyyxx  
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  19-5مثال
xysin(xe)y,x(f(ي فوق را در تابع درستی قضیه y بررسی کنید.  

  )حل
)xycos(ye)y,x(f y

x   و)xycos(xxe)y,x(f y
y   

  :بنابراین
xysinxy)xycos(e)y,x(f y

xy   
  و

xysinxy)xycos(e)y,x(f y
yx   

 4-3-5ي اش، صحت قضیه نقطه از دامنه هرنظردر بودن تابع مورد  جه به پیوستهحال با تو
  .بدیهی است

   

   3-5هاي بخش تمرین 
255اگر.1 yx)y,x(f  آنگاه مطلوبست :  
y,(fx( )ج         y,x(fy( )ب      y,x(fx( )الف   x(fx,(  )د         2 1  
x(fy,(       )ه   y,(fy(   )و      1 fx),(   )ز        2 fy),(  )ح        12 12 
ycosezاگر .2 x2طلوبستآنگاه م: 

  )الف 
x
z

  ب (   

y
z

  ج( 

)y,(x
z

0
  د(  

),x(x
z

2


  

 )ه 
)y,(y

z

0
  و(

),x(y
z

2


  ز(
),(lnx

z

22 
  ح(

),(lny
z

22 
  

  

  
        

  قضیه5-3-4
  پیوسته باشند، آنگاه )b,a(ي  در نقطهyxfو xyfتابعی دو متغیره باشد و توابعfاگر

)b,a(f)b,a(f yxxy  
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  .را بیابیدي زیر توابع دومتغیرهه اول مشتقات جزئی مرتب .3

xysin()y,x(f( )الف                    ب(            
yx

)y,x(f



1  

22       )ج   yxe)y,x(f                 324 )د 43 yxyx)y,x(f  
 .را بیابیدي زیر متغیره  توابع سهمشتقات جزئی مرتبه اول . 4

)الف  82 zyx)z,y,x(f        ب(         
xyz

xyz)z,y,x(f 1
  

zxycos()z,y,x(f(      )ج  2       د(   zlnylnxln)z,y,x(f   
 .مشتقات جزئی مرتبه دوم توابع زیر را بیابید .5
543245 )الف  234 yxyyxyxx)y,x(f    
3                                 ) ب  xlnxy)y,x(f    
zyx                        ) ج  eee)z,y,x(f   
yxln()y,x(f(                             )د  22   
  .نمایش دهیدعبارات زیر را بر حسب نماد .6

  xyyxf)د                  xyxf)ج                  xyyf)ب            xxxf)الف   
  

yxxyyx)y,x(fاگر. 7  233   :آنگاه مطلوبست 4

3)ب             xxyf)الف   

3

y
f


                 ج (xyxf                 2)د

3

yx
f

  

xcoseysine)y,x(fاگر. 8 yx  0آنگاه نشان دهید که yyxx ff.  
  

xzzyyx)z,y,x(fاگر. 9 222   آنگاه نشان دهید که: 
2)zyx(

z
f

y
f

x
f











  

  

2yx)y,x(fبا فرض  .10  نشان دهید که: 

2

22

x
f

y
f

yx
f

x
f















  
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  ضمنی اي  و مشتق ي زنجیره قاعده کل،دیفرانسیل 5-4
  

  
  
  
  
 
  
  

  20-5مثال
xyyx)y,x(fدیفرانسیل کل تابع     .را بیابید22

  )حل
.dy)xy(dx)yx(dyfdxfdf yx  22  

  
  21-5مثال
223اگر  xxyxyz 1نسیل کـل آن را در حـالتی کـه    ادیفرآنگاهx ،2y ،

1dx 3وdyبیابید.  

  ) حل
dy)xxy(dx)yy(dyzdxzdz yx 2312 23   
  :داریم 3dyو 1dxبنابراین با فرض

.253122131122221 23  )))(())((())()((),(dz  
  

  

  5-5تذکر 
به قابـل تعریـف اسـت و    صورت مشا نیز به z,y,x(f(ي دیفرانسیل کل تابع سه متغیره

  :          عبارتست از
dzfdyfdxfdf zyx   

  
  

  تعریف5-4-1
y,x(fz(فرض کنیم اگر مشتقات جزئی مرتبه اول این . یک تابع دو متغیره باشد

دهیم  نمایش می dzیا dfاین تابع را با نماد دیفرانسیل کلتابع موجود باشد، آنگاه 
  :که عبارتست از

dyfdxfdzdf yx   
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  22-5مثال
2دیفرانسیل کل تابع xyz)z,y,x(f را بیابید.  

  ) حل
.xydzxzdyyzdxdzfdyfdxfdf zyx   

  
  23-5مثال

222فرض کنیم zyx)z,y,x(f متغیرهايوx،yوz توابعی برحسبt که باشند
  :صورت  به

3 tz            ،tcosy          ،tsinx   
  .2tdfي شوند، مطلوبست محاسبه تعریف می

  ) حل
  :داریم

zdzydyxdxdzfdyfdxfdf zyx 222   
  :اما

tdtcos)t(sinddx   ،tdtsin)t(cosddy   وdtdt)t(dz  3  
  :بنابراین
dt)t()tdtsin(tcos)tdt(costsinzdzydyxdxdf 3222222   

                                      dt)t( 32      
  :داریم 2tپس در

.dtdt)(df
t

10322
4




  
متغیــره  بــراي توابــع چنــدگیــري  اي مشــتق ي زنجیــره بحــث بــه بیــان قاعــده درادامــه

نیز تابعی بر xباشد وxحسب پذیري بر تابع مشتقyمتغیره اگر حالت تکدر.یمپرداز می
  :عبارتست ازtبرحسبyکه مشتق تابعکند بیان می اشد آنگاه این قاعدهبtحسب متغیر

dt
dx

dx
dy

dt
dy

  
  :کند متغیره بیان می  سهمتغیره و قاعده را براي توابع دوي بعد این  قضیه
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  )اي مشتق ي زنجیره قاعده(قضیه 5-4-2
t(xx(اگر)الف و)t(yy   حسـب پـذیر بر  مشـتق تـوابعیtجزئـی   قات مشـت باشندو

y,x(fz(تابع اول مرتبه حسب برxوyتـابع باشد،آنگاه  موجود))t(y),t(x(fz   نیـز
  :است و داریمپذیر  مشتق tحسب بر

  
  

t(xx(یک از توابعاگر هر)ب ،)t(yy و)t(zz  حسببرt پذیر باشـند و  مشـتق
ــتقات ــه اول    مشـ ــی مرتبـ ــابعجزئـ z,y,x(fw(تـ ــابع  موجود ــاه تـ ــد، آنگـ باشـ

))t(z),t(y),t(x(fw  بر حسبt پذیر است و داریم مشتق:  
  

dt
dz

z
w

dt
dy

y
w

dt
dx

x
w

dt
dw












  
  

  24-5مثال
  :داشته باشیماگر

3ty  ،  2tx    ، yxz 2  

اي ي زنجیره آنگاه با بکاربردن قاعده
dt
dz تـابع  سپس با نوشـتن را بیابید وzحسـب برt 

  .بررسی کنیدطور مستقیم این نتیجه را  به
  )حل

اي ي زنجیره کمک قاعده ابتدا به
dt
dz آوریم دست می را به:  

)t)(x()t)(xy(
dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz 22 322 








  

                                                  6245 7322 t)t)(t()t)(t(    
ي طور مستقیم به محاسبه اکنون به

dt
dzبراي انجام این کار ابتدا. پردازیم میz را بر

  : نویسیم می tحسب
73222 t)t()t(yxz   

67tبنابراین
dt
dz

 .اي حاصل گردید ز طریق مشتق زنجیرهاي که ا یعنی همان نتیجه.  

dt
dy

y
z

dt
dx

x
z

dt
dz









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  25-5مثال
  :فرض کنیم که 

 tanz      ، siny       ، cosx        ،222 zyxw   

اي مقدار با بکارگیري مشتق زنجیره
d

dw 4را در


 بیابید.  
  )حل

  : متغیره داریم اي مشتق براي توابع سه ي زنجیره با توجه به قاعده














 d

dz
z
w

d
dy

y
w

d
dx

x
w

d
dw  

   ))(cosy()zyx()sin)(x()zyx( 


22
122

1 2
1

2222
1

222  

))(secx()zyx( 


22
1

222 22
1  

4ي اما  در نقطه


 داریم:  

14 


 tanz           ،
2

1
4 


 siny           ،
2

1
4 


 cosx  

4با قرار دادن مقادیر فوق  و همچنین


 در فرمول
d

dw داریم:  

))()(())()(())()((
d
dw 22

2
1

2
1

2
12

2
1

2
1

2
12

2
1

2
1

4


 



  

                                                                   .2  
  
  )اي براي مشتقات جزئی ي زنجیره قاعده(یه قض5-4-3

v,u(xx(اگر توابـع )الف و)v,u(yy  مشـتقات جزئـی مرتبـه اول نسـبت     داراي
y,x(fz(باشندوvوuبه نیز داراي مشتقات جزئی مرتبه اول نسبت بهxوy  ،باشـد

v,u(y),v,u(x(fz((آنگاه تابع    داراي مشتقات جزئی مرتبه اول نسـبت بـهu وv 
  :است و داریم

v
y

y
z

v
x

x
z

v
z
















و

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z
















  

v,u(xx(اگر توابع)ب  ،)v,u(yy و)v,u(zz    داراي مشتقات جزئی مرتبـه
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z,y,x(fw(باشند وvوuاول نسبت به   نیز داراي مشتقات جزئی مرتبه اول نسـبت
  باشد، آنگاه تابعzوx،yبه

))v,u(z),v,u(y),v,u(x(fw   
  

  :است و داریم vو  uداراي مشتقات جزئی مرتبه اول نسبت به

u
z

z
w

u
y

y
w

u
x

x
w

u
w























  

v
z

z
w

v
y

y
w

v
x

x
w

v
w























  

  
  26-5مثال

  

اگر
v
uy  ،vux  2،)xysin(z  آنگاه مطلوبست

u
z

  و

v
z

.  

  )حل
)

v
))(xycos(x()))(xycos(y(

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z 12 
















  

)u
v
ucos()

v
vu()u

v
ucos()

v
u()u

v
ucos(

v
u





222 2421222  

  و همچنین 

               )
v

u))(xycos(x()))(xycos(y(
v
y

y
z

v
x

x
z

v
z

21 

















  

.)u
v
ucos()

v
u()u

v
ucos()

v
u

v
u()u

v
ucos(

v
u


2

2

22

2

22 22222  
  

  27-5مثال
  

  :اگر داشته باشیم
vuz 2       ،vuy  3      ،vux  3     ،xyzew   

اي ي زنجیره آنگاه با بکاربردن قاعده
u
w

  و

v
w

 را بیابید.  

  )حل
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)uv(xye)(xze)(yze
u
z

z
w

u
y

y
w

u
x

x
w

u
w xyzxyzxyz 233 























    

                                                 )xyuvxzyz(exyz 233     
  همچنین 

)u(xye)(xze)(yze
v
z

z
w

v
y

y
w

v
x

x
w

v
w xyzxyzxyz 211 























      

                                               )xyuxzyz(exyz 2     
مقادیرvو uحسببر zوx،yکردن مقادیرتوان با جایگزین  میکه البته 

u
w

و

v
w

  را

  .دست آورد به vو uبرحسب
  

  28-5مثال
uv,vu(fz(با فرض   0 نشان دهید که








v
z

u
z.  

  )حل
ــرار مــی vuxدهــیم ق  وuvy  .ــابعدر y,x(fz(ایــن ت   ــا را ــم و ب داری

  :اي بر آن داریم ي زنجیره بکارگیري قاعده

yxyx zz)(z)(z
u
y

y
z

u
x

x
z

u
z

















 11  

  

yxyx zz)(z)(z
v
y

y
z

v
x

x
z

v
z

















 11  

  :      بنابراین 

.0







yxyx zzzz
v
z

u
z  

بـراي  . ادامه بحث به بررسی عمل مشتق گیري از توابـع ضـمنی خـواهیم پرداخـت     در
y,x(fz(ي شروع تابع دو متغیره را که در آنy حسـب تابعی مشـتقپذیر برx  ،اسـت

x(y,x(fz((ابعت2-4-5ي قضیهاز )به قسمت الف بنا. نظر گیریمدر پذیر  تابعی مشتق
  : بنابراین. استxحسببر

)*     (
dx
dy

y
f

x
f

dx
dy

y
f

dx
dx

x
f

dx
dz
















  
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صورت ضمنی تعریف شـده انـد، بـه     که بهنتیجه را براي یافتن مشتق توابعی اکنون این 
c)y,x(fي طور مثال فرض کنیم معادله به. کارخواهیم برد ي یک فرمول  دهنده نشان

czگرفتنصورت با در نظر دراین. منی باشدض  داریم) *(ي  دررابطه:  

0







dx
dy

y
f

x
f  

0حال اگر


y
f باشد آنگاه داریم :  

y

x

f
f

dx
dy

  

  :کنیم بیان میه بعد ي صفح قسمت بالا را در قالب قضیهمطالب گفته شده در 
  
 
  

  
  
  
  
  
  

  29-5مثال
042با فرض 23  xyxy ي  مطلوبست محاسبه

dx
dy.  

  )حل
  :ي قبل داریم با توجه به فرمول ارائه شده در قضیه

.23
4
yx
xy

f
f

dx
dy

y

x




  

c)z,y,x(fي ضمنی ي  بعد مشتق ضمنی را براي معادله قضیه کند ن میبیا :  
  
  
  
  

  

  قضیه5-4-4
c)y,x(fي فرض کنیم معادله متغیرyعنوان یک تابع ضـمنی مشـتق پـذیر     را به

0وابسته نماید و xحسب متغیربر


y
f در اینصورت داریم:   

y

x

f
f

dx
dy

  
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  30-5مثال

194ي معادلهدر
2

22
 zyx مقادیر

x
z

 و

y
z

 ي را در نقطه),,( 2

301بیابید.  
  )حل

2نظر گرفتن با در و5-4-5ي قضیهبا توجه به 
22

94 zyx)z,y,x(f داریم:  

z
y

z

y

f
f

y
z

z

y

92
9

2



      و

z
x

z

x

f
f

x
z

z

x

42
4

2



  

  : پس 

.0

2
39

0

2
301





 )(
y
z

),,(

و          
32

1

2
34

1

2
301








 )(
x
z

),,(

  

  

  4-5هاي بخش تمرین  
 .دیفرانسیل کل توابع داده شده را بیابید. 1

253)الف 72  yxxy)y,x(f           ب(
xy

yx)y,x(f 
  

zyxw              )ج             د(    
zyx

xyzw


  
22کل تابع دیفرانسیل.2 5yxyx)y,x(f ي را درنقطه),( 0010ازاي و به21 /dx  
010و /dy  بیابید.  

  قضیه5-4-5
c)z,y,x(fاگر متغیرzهاي یک تابع ضمنی برحسب متغیر را بعنوانxوy تعریف

0نماید و



z
f آنگاه داریم:  

z

y

f
f

y
z



                              و

z

x

f
f

x
z



  
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اي براي مشتق در  هر  قسمت ي زنجیره با استفاده از قاعده.3
dt
dz را بیابید. 

32ty)الف   ،12  tx 
          3

2 2yxz 
   

ty     )ب   ،3 tx      )yxln(z 22   

13     )ج   ty ،
t

x 1
 

ycotxtanz  2  

22)د  tty  ،tx 21              1 yxez  

براي مشتق در هر قسمت اي زنجیرهي  به کمک قاعده .4
dt
dwرا بیابید. 

tz) الف   ،2ty  ،3tx  zyxw 2
1

3
1

2  
2tz) ب   ،1 ty ،tx  1 zxcosxysinw 22   
tz) ج  3 ،ty  ،tlnx  xyzxw 421   
tsinz)د  ،tcosy  ،32  tx )zyxln(w 32   

اي براي مشتق جزئی در هر قسمت ي زنجیره قاعدهبا استفاده از .5
du
dzو

dv
dz بیابیدرا. 

232)الف   vuy   ،vux  234 yyxz   

uvy        ) ب    ،         
v
ux           3 yxz   

vuey   )ج   ،  5)vu(x   ycosxsinz   

3) د  
vuy 

  ،   
vu

x



3            y

x
z 

1  
  

xxyyxPاگر.6 542 ، cosrxو sinry مطلوبستآنگاه:
r
P

و


P. 

stsin(Q(اگر  .7 22   ، 3t و 2s  آنگاه مطلوبست:
d

dQ. 

اگر .8 cosrrw 2،22  tr وt آنگاه مطلوبست
3
1

tdt
dw. 

yx(fz(پذیر یک متغیره باشد و یک تابع مشتقfفرض کنیم .9 22 نشان دهید: 

0







y
zx

x
zy  

yx(fz(پذیر یک متغیره باشد و یک تابع مشتقfفرض کنیم .10 2نشان دهید : 



 191    جزئیتوابع چند متغیره و مشتقات       

02 







y
z

x
z  

xz,zy,yx(fw(یک تابع سه متغیره و مشتقپذیر باشد و fاگر .11  آنگاه
 :نشان دهید 

0











z
w

y
w

x
w  

در توابع ضمنی زیر .12
dx
dyرا بیابید: 

02)الف 2  xycosxy                     75) ب 324  yxyx  
1           ) ج yxy yee                      42   ) د  yxyx  

در توابع ضمنی زیر .13
x
z

و

y
z

را بیابید. 

0752)الف  32  zyxxyyxz    151         )ب 2  zxy)zln(  
yzzcosyex              )ج   09 )د    2245  yzsinexzcose xzxy  
  
  

  یکاربردهایی از مشتق جزئ5-5
علـم بازرگـانی و اقتصـاد    هاي مشتق جزئی در مثال از کاربرداین قسمت به بیان چند در
  .پردازیم می
  
  تولید نهایی5-5-1

هایش است،  نهادهورت تابعی ازص بهqي تولیداتش یعنی یک بنگاه نشان دهندهتابع تولید
  :بنابراین. هستندlکارو نیروي kها سرمایه و معمولاً این نهاده

q=q(k,l) 

صورت کـه  این بهراي مفاهیم اقتصادي خاصی هستند، مشتقات جزئی تابع تولید دا
k
q

 

و)kMP(نهایی سـرمایه  تولیدي  دهنده نمایش
l
q

  نهـایی نیـروي    ي تولیـد  نمـایش دهنـده

  .است)lMP(کار
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  31-5مثال
4322صورت اگر تابع تولید یک بنگاه اقتصادي به 522000 lklk)l,k(q    باشـد، آنگـاه

  .تولید نهایی نیروي کار  و تولید نهایی سرمایه را بیابید
  )حل

422    تولید نهایی سرمایه                       1544000 lkkl
k
qMPk 



  

332ر                     تولید نهایی نیروي کا 2044000 lklk
l
qMPl 



.  
. معرفی تولیدات متوسط نیروي کار و سرمایه نیز پرداخت توان به دربحث تابع تولید می

صورت که تولید متوسط نیروي کار برابر با تولید کل به ازاي یک واحد نیروي  به این
بنابراین . کنیم استفاده میlAPبراي نمایش تولید متوسط نیروي کار از نماد. کار است

  :داریم

l
)l,k(qAPl   

ي سرمایه  ازاي یک واحد نهاده برابر با تولید کل به) kAP(متوسط سرمایه همچنین تولید
  :یعنی. شود تعریف می

k
)l,k(qAPk   

  
 32-5مثال

  .یه و نیروي کار را بیابیدمثال قبل تولید متوسط سرمادر
  )حل

4322صورت نظر به که تابع تولید مورد این با توجه به  522000 lklk)l,k(q  ،است
  :داریم

422 522000 lkkl
k

)l,k(qAPk   

.332 522000 lklk
l

)l,k(qAPl   
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  هزینه نهایی5-5-2
y,x(CC(اگر ي توأم براي تولید دو کالاي هزینهAوB  با مقادیر بـه ترتیـبxوy 

باشد، آنگاه
x
C

ي نهایی تولید کالاي ي هزینه نشان دهندهAو

y
C

  ي نهـایی   نیـز هزینـه

  .استBتولید کالاي
  

  33-5مثال
yxxyCاگر تابع  باشـد، آنگـاه   BوAي توأم تولید دو کالاي نمایش هزینه275

  .ها را بیابید ي نهایی تولید آن هزینه
  )حل

A                   :    xyي نهایی تولید کالاي  هزینه
x
C 145 

  

B                           :15ي نهایی تولید کالاي  هزینه 

 x

y
C.  

  
  تقاضاي نهایی5-5-3

قیمـت متنـاظر بـا    pبـه یکـدیگر وابسـته باشـدو    BوAتقاضاي دو کالايفرض کنیم 
صـورت   بنابراین تقاضـاي ایـن دو کـالا بـه    . باشدBقیمت متناظر با کالايqوAکالاي
q,p(fx(اگر. خواهد بودqوpحسبدو متغیره بر توابعی و)q,p(gy   به ترتیـب

  :باشند، آنگاه BوAتوابع تقاضاي دو کالاي

)الف
p
x

برابر است  با تابع تقاضاي نهایی کالايAوابسته به قیمت خودش.  

)ب
q
x

 برابر است با تابع تقاضاي نهایی کالايAوابسته به قیمت کالايB.  

)ج
q
y

 برابر است با تابع تقاضاي نهایی کالايBوابسته به قیمت خودش .  

)د 
p
y

 برابر است با تابع تقاضاي نهایی کالايB وابسته به قیمت کالايA.  
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  34-5مثال
22یـب برابـر  بـه ترت qوpهـاي  قیمـت باBوAکـالاي 2اگرتوابـع تقاضـاي   qpqx  

105و 2  qpqyباشند، آنگاه توابع تقاضاي نهایی این دو کالا را بیابید.  
  )حل

q     :         وابسته به قیمت خودشAتابع تقاضاي نهایی کالاي
p
x 2

  

B      :qpوابسته به قیمت کالايAتابع تقاضاي نهایی کالاي
q
x 22 

  

25       :  وابسته به قیمت خودش Bتابع تقاضاي نهایی کالاي p
q
y



  

A      :pqوابسته به قیمت کالاي Bتابع تقاضاي نهایی کالاي
p
y 2

.  

  
  

  توابع مطلوبیت5-5-4
حاصـل شـده توسـط مصـرف     تابع مطلوبیت مصرف کننده، مطلوبیت یا رضـایت خاطر 

اگـر مصـرف   . کنـد  صورت تابعی از مقادیر کالاهاي مصرف شده را بیان می کننده را به
12کالايnاي کننده A,A,,An 12را با مقادیر q,q,,qn تـوان   آنگاه مـی مصرف نماید

  :تابع مطلوبیت زیر را براي آن در نظر گرفت
)q,,q,q(uu n21  

q,,q,q(uu(با تابع مطلوبیت iAمطلوبیت نهایی کالاي n21 را بـا
i

MU   نمـایش
  :دهیم و عبارتست از می

i
i q

uMU



  
  

  35-5مثال
2تابع مطلوبیت یـک مصـرف کننـده برابـر بـا     اگر

213
2

2
2

1 42 qqqqqu     باشـد، آنگـاه
21مطلوبیت نهایی دومین کالا را در حـالتی کـه   q،42 q33و q    اسـت، محاسـبه

  .کنید
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  )حل
  :داریم

                               2132
2

1
2

84 qqqqq
q
uMUi 




  

  :بنابراین 
.1284283424 2

342  ))(())(()(MU
),,(i  

  

  5-5هاي بخش تمرین  
klklqاگر .1 68 2  تابع تولید با دو عامل نیروي انسانی و سرمایه باشد، آنگاه تولید

  .ه را بیابیدنهایی نسبت به نیروي انسانی و نسبت به سرمای
  

12اگر تابع. 2  yxeyxCي توأم تولید دو کالاي نمایش هزینهAوB  باشد، آنگـاه
  .ها را بیابید ي نهایی تولید آن هزینه

 

 برابـــرترتیــب   بــه qوpهـــاي یمــت قباBوAتقاضـــاي دو کــالاي  توابــع   اگــر .3
223 pqpqx 31و pqqpy    باشند، آنگاه توابع تقاضاي نهـایی ایـن دو

  .کالا را بیابید
 

22برابر بابه ترتیب BوAاگر توابع تقاضاي دو کالاي. 4 pqex 23و qpey  ،باشد
  .آنگاه توابع تقاضاي نهایی این دو کالا را بیابید

  

2اگر تابع مطلوبیت یک مصرف کننده برابر با. 5
2132

2
1 2100 qqqqqu    باشد، آنگـاه

  .توابع مطلوبیت نهایی هر سه کالا را بیابید
  
  دو متغیره ماکسیمم و مینیمم توابع5-6
متغیـره   توابـع دو  این قسمت به تعمیم مفهوم ماکسیمم و مینیمم توابع یک متغیـره بـه  در
هاي اول و دوم براي یـافتن نقـاط ماکسـیمم و     متغیره از مشتق حالت یکدر. پردازیم می

هاي جزئی مرتبه اول و دوم براي یافتن این  مینیمم استفاده کردیم، در این جا نیز  مشتق
  . کارخواهند رفت نقاط به
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. هـاي نسـبی خـواهیم پرداخـت     ادامه این بحث بـه بررسـی روش یـافتن اکسـترمم    در

تواننـد بـه    هـاي مطلـق مـی    هاي یافتن اکسـترمم  ي روش دانشجویان علاقه مند در زمینه
  .هاي حساب دیفرانسیل و انتگرال پیشرفته مراجعه نمایند کتاب

  
  ی اکسترمم نسب5-6-4

. ه اسـت متغیره تا حدودي مشـابه بـا حالـت تـک متغیـر     اکسترمم توابع دوروش یافتن 
axي نقطهدرx(g(ي تابع تک متغیرهکنیم که اگر یادآوري می  داراي اکسترمم نسبی و

  تعریف5-6-1
y,x(fz(تابع ي در نقطه)b,a( اي به  ست، اگر بتوان دایرها ماکسیمم نسبیداراي

  :در این دایره داشته باشیم)y,x(که براي هر دامنه آن طوري یافتمرکزاین نقطه در 
)b,a(f)y,x(f   

ــابع ــین ت ــهfهمچن ــقداراي )b,a(ي در نقط ــیمم مطل ــراي   ماکس ــر ب ــت، اگ اس
)fD)y,xهر داشته باشیم    :    )b,a(f)y,x(f       

  تعریف5-6-2
y,x(fz(تابع ي در نقطه)b,a( اي بـه   ست، اگر بتوان دایـره ا مینیمم نسبیداراي

  :این دایره داشته باشیمدر )y,x(این نقطه در دامنه آن طوري یافت که براي هرمرکز
)y,x(f)b,a(f   

ــابع  ــین ت ــهfهچن ــق  داراي)b,a(ي در نقط ــیمم مطل ــت، اگر مین ــر  اس ــراي ه ب
fD)y,x( داشته باشیم   : )y,x(f)b,a(f   

  تعریف5-6-3
داراي ماکسیمم یا مینیمم نسبی باشـد، آنگـاه   )b,a(ي در نقطهfي متغیرهاگرتابع دو

صـورتی   طریق مشـابه در  به. است اکسترمم نسبیاین نقطه داراي یک گوییم که در 
نیمم مطلق باشد آنگاه در داراي ماکسیمم یا می)b,a(ي در نقطهfي متغیرهکه تابع دو

  .است اکسترمم مطلقمورد نظر داراي یک ي  نقطه
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0این نقطه مشتق پذیر باشـد، آنگـاه  در )a(g.  حکـم  این نیـز متغیـره   بـراي توابـع دو  
  :قرار استبر
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  

  5-5تذکر
  :شوند نقاط بحرانی یک تابع دو متغیره از دو طریق حاصل می

حل  کردن دستگاه   ) 1







0
0

y

x

f
f.  

یافتن نقاطی در دامنه تابع، که حداقل  یکی از مشتقات جزئی مرتبه اول تـابع در آن  ) 2
  .نقاط موجود نباشد

ر این درس مورد توجه  مـا هسـتند، از   ه شایان ذکر است که تمام نقاط بحرانی که دالبت

حل دستگاه 







0
0

y

x

f
f شوند حاصل می.  

. دهـد  هاي نسبی در نقاط بحرانی رخ می کند که اکسترمم بیان میبالا ي  و قضیهتعریف 
البته ممکن است . ستندیعنی نقاط بحرانی یک تابع نامزدي براي اکسترمم نسبی بودن ه

22بـراي مثـال تـابع   . برخی از نقاط بحرانی اکسترمم نسبی نباشند xy)y,x(f   کـه
بعـد   نمودار ایـن تـابع در شـکل   . ریدرا در نظر گی است هذلولويوار سهمی موسوم به
  :شود دیده می

  قضیه5-6-5
د و مشتقات جزئی داراي اکسترمم نسبی باش)b,a(ي در نقطهfي اگر تابع دو متغیره

  :آن در این نقطه موجود باشند آنگاه 
0)b,a(fy                  0و)b,a(fx  

  تعریف5-6-6
آن تـابع   ي بحرانـی  نقطه ت، یکاسy,x(f(ي تابع که متعلق به دامنه)b,a(ي نقطه

0شـود اگـر   نامیده مـی  )b,a(f)b,a(f yx   مشـتقات جزئـی   یـا حـداقل یکـی از
  .در این نقطه موجود نباشدfتابع
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),(ي  نقطه   : یراز. ي بحرانی تابع مورد نظر است یک نقطه00

y)y,x(fy 2                            وx)y,x(fx 2  

حل دستگاه بنابراین با






02
02

yf
xf

y

x 0: داریمx 0وy . یعنی),( ي  تنها نقطه 00

شود، این نقطه نه یک  که از نمودار این تابع دیده میطور  همان. بحرانی این تابع است
),(ي در واقع نقطه. ماکسیمم و نه یک مینیمم نسبی است تابع زینی  ي نقطهیک  00

  . مورد نظر است
  
  
  
  
  
  
  

  36-5مثال
22نمودار تابع) الف 22 )()(),(  yxyxf شود دیده مییر ز درشکل:  

  

  تعریف5-6-7
تابع نـامیم   این ي زینی نقطهرا )b,a(ي بحرانی نقطه. گیریمرا در نظر f)y,x(تابع

ي تابع باشد که مقدار تابع در  هم شامل نقاطی از دامنه )b,a(اگر هر دایره به مرکز
هم نقاطی در دامنه را شامل شود که مقدار تابع در بیشتر است و b,a(f(آن نقاط از
  .کمتر باشدb,a(f(آن نقاط از
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ي اکسترمم از نوع مینیمم  طهشود که این تابع داراي نق نمودار، مشاهده میتوجه به این با

براي یافتن مختصات این نقطـه و مقـدار مینـیمم تـابع ابتـدا دسـتگاه       .است







0
0

y

x

f
f را

  :داریم. دهیم تشکیل می








022
022

)y(f
)x(f

y

x  

),(ي تنها جواب دستگاه فوق نقطه و  ي مینیمم نسبی پس این نقطه همان نقطه. است22
f),(اکنون مینیمم مقـدار تـابع برابـر   . واقع مینیمم مطلق تابع داده شده استدر یعنـی  22

  .عدد صفر است
223نمودار تابع) ب yx)y,x(f رسم شده استدر شکل زیر:  

  
  

از نـوع ماکسـیمم    ورد نظر داراي اکسـترممی آید، تابع م طور که از این نمودار برمی همان
براي شروع . خواهیم این مطلب را به کمک مشتق جزئی نیز نشان دهیم حال می. است

ــتگاه  ــدا دس ابت







02
02

yf
xf

y

x ــی ــکیل م ــیم راتش ــتگاه    . ده ــن دس ــواب ای ــا ج تنه

),(ي نقطه ),(ي بحرانی پس نقطه. است00 تنها حالت ممکـن بـراي اکسـترمم نسـبی      00
  :داریم  )y,x(اما براي هر نقطه دلخواه . بودن است

),(fyx)y,x(f 0033 22   
),(پس طبق تعریف،    .تابع مورد نظر است) مطلق(ي ماکسیمم نسبی یک نقطه00

  

ي بحرانی  ن به ماهیت اصلی یک نقطهشود، پی برد مثال فوق مشاهده میطور که از همان
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بنابراین طبیعی است که . و بدون رسم نمودار آن ممکن است چندان کار آسانی نباشد
ادامه در. ند براي انجام این امر باشندو قانونمنان به دنبال معرفی روشی ساده ترریاضیدا

براي یافتن  پردازیم که ابزاري این بخش به معرفی آزمون مشتقات جزئی مرتبه دوم می
  .نوع نقاط بحرانی است

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  37-5مثال
  نقاط اکسترمم نسبی و زینی تابع 

yyxyx)y,x(f 823 22   
  .را در صورت وجود مشخص کنید

  )حل
  پردازیم، براي انجام این کار دستگاه  ابتدا به تعیین نقاط بحرانی این تابع می








0822
026

yxf
yxf

y

x  

دهیم که معادل با دستگاه دو معادله و دو مجهولی را تشکیل می







822
026

yx
yx  اسـت

  تعریف5-6-8
آن باشـد و همچنـین   ي بحرانـی   یـک نقطـه  )b,a(تابعی دو متغیره وfفرض کنیم

پیوسـته  ي بحرانـی   اي بـه مرکـز ایـن نقطـه     هدرون دایرfمشتقات جزئی مرتبه دوم
b,a(fA(اگر قرار دهیم. باشند xx،)b,a(fB xyو)b,a(fC yyآنگاه عدد  

2BAC)b,a(   
  .گوئیم)b,a(ي بحرانی نقطه مبینرا 

  )ئی مرتبه دومآزمون مشتقات جز(قضیه5-6-9
  :در این صورت.ي بحرانی آن باشد یک نقطه )b,a(تابعی دو متغیره وfفرض کنیم

0اگر ) الف )b,a( 0وA آنگاه تابعf در)b,a( یک مینیمم نسبی دارد.  
0اگر) ب )b,a(0وA آنگاه تابعfدر)b,a( یک ماکسیمم نسبی دارد.  
0اگر)  ج )b,a( آنگاه تابعfدر)b,a( یک نقطه ي زینی دارد.  
0اگر ) د )b,a( اي در بر ندارد آنگاه این آزمون نتیجه.  
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),(یعنی. باشد می6yو2xو داراي جواب تـابع داده شـده   ي بحرانی  تنها نقطه62
  :بنابراین. 2yyfو6xxf ،2xyfاما. است

262  ),(fC yy       ،262  ),(fB xy      ،662  ),(fA xx  
  :ي بحرانی مورد نظر عبارتست از پس مبین نقطه

841222662 22  )())((BAC),(  
062بنابراین، بنا بر آزمون مشتقات جزئی مرتبه دوم و این که   نتیجه      0Aو  ),(

),(ي بحرانی  در نقطهfشود که تابع می   .مینیمم نسبی دارد 62
  

   38-5مثال
  نقاط اکسترمم نسبی و زینی تابع 

33 248 yxyx)y,x(f   
  .را در صورت وجود مشخص کنید

  )حل
yx)y,x(fx 2424 2     2324و yx)y,x(fy   

  

  بنابراین براي یافتن نقاط بحرانی تابع مورد نظر بایستی که دستگاه 








0324
02424

2

2

yx
yx  

2xyي بالایی دستگاه فوق داریم از معادله. را حل کنیم        و بـا قـرار دادن ایـن مقـدار
  :ي دوم داریم ادلهدر مع yبراي 

0324 22  )x(x  
  یا

084  xx  
  :شود که از آن نتیجه می

083  )x(x  
  یا                                                    

0422 2  )xx)(x(x  
ــا قــرار دادن. شــود حاصــل مــی2xو0xهــاي بنــابراین جــواب از 0xحــال ب



  2ریاضیات پایه و مقدمات آمار      202

2xyي معادله 0داریمy.یعنی),( . حرانـی تـابع داده شـده اسـت    ي ب یـک نقطـه  00
2xyي در معادله2xبا قرار دادنهمچنین  4مقدارy بنـابراین  . گـردد  حاصل مـی

),(   .ي بحرانی دیگر براي تابع مورد نظر است یک نقطه42
  :اما مشتقات جزئی مرتبه دوم عبارتند از

x)y,x(fxx 48 ،24)y,x(fxy  وy)y,x(fyy 6.  
),(ي بحرانی پس در نقطه   :داریم00

0C   ،24B      ،0A  
57600ي بحرانی عبارتست از پس مبین این نقطه  اکنون بـا توجـه بـه آزمـون     .),(

),(ي بحرانی مشتقات جزئی مرتبه دوم و منفی شدن مقدار مبین نقطه تـوان نتیجـه    می00
  .ي زینی تابع داده شده است گرفت که این نقطه یک نقطه

),(ي بحرانی  همچنین در نقطه   :داریم 42
24C   ،24B      ،96A  
),(بنابراین مبین نقطه بحرانی    :عبارتست از 42

0172824249642 22  )())((BAC),(  
و آزمون مشتقات جزئی مرتبه دوم، تابع مورد  Aحال با توجه به مثبت بودن مقدار 

),(ي  نظر در  نقطه   .یک مینیمم نسبی دارد 42
  

  39-5مثال
  .ها ماکسیمم شود ضرب آن حاصلو54ها طوري بیابید که حاصلجمع آنمثبت را  سه عدد

  )حل
54بنامیم، آنگاه طبق فـرض بایسـتی  zوx،yرااگر این سه عدد  zyx  و مقـدار

xyzw ي اول داریم از معادله. ماکسیمم شود:  
yxz  54  

  ي  ي دوم بایستی  تابع دو متغیره در معادله zبنابراین با جایگذاري 
225454 xyyxxy)yx(xy)y,x(f   

  .ماکسیمم گردد
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  ابتدا با حل دستگاه










0254
0254

2

2

xyxxf
yxyyf

y

x  

  :دستگاه قبل معادل با دستگاه زیر است. یابیم نقاط بحرانی تابع مورد نظر را می








0254
0254

)yx(x
)yx(y  

ماکسیمم شود، پس بایسـتی هـر   zوx،yاز آنجایی که قرار است حاصلضرب سه عدد
  :صفر باشند، یعنی  سه عدد مورد نظر غیر








0254
0254

yx
yx  

18که با حل آن داریم، yx ي  و با قرار دادن این مقادیر در معادله  
yxz  54  

 18zو18x،18yبنابراین سه عـدد مـورد نظـر   . گردد حاصل می18zمقدار
  .هستند

  
  40-5مثال

yxxyx)y,x(Cفرض کنیم 12153 23 ي توأم براي تولید دو کالاي  زینهتابع ه
AوBبا مقادیر به ترتیبxوyي این دو کالا را طوري بیابید  باشد، میزان تولید روزانه

  .ي تولید این مؤسسه حداقل شود که هزینه
  )حل

126  xyCy               1533و 22  yxCx  
  

بنابراین با تشکیل دسـتگاه 









0126
01533 22

xyC
yxC

y

x     و حـل آن نقـاط بحرانـی تـابع

  :دستگاه فوق معادل دستگاه زیر است. یابیم هزینه را می

)*     (






2

522

xy
yx  

  

222با توجه به اتحاد  2 yxyx)yx(   دستگاه فوق داریمو معادلات:  
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92  )yx(  3یا yx  
  

دسـتگاه تبدیل به دو)*(بنابراین دستگاه






2

3
xy

yx و






2

3
xy

yx شـود کـه بـه     مـی
),(ي ها چهار نقطـه  راحتی قابل حل هستند و با حل آن 21 ،),( 12،),( 21 و),( 12  
  .آیند دست می به عنوان نقاط بحرانی تابع هزینه به

  :اما 
x)y,x(Cyy 6     ،y)y,x(Cxy 6       ،x)y,x(Cxx 6  

  

  :ترا خواهیم داش زیرمشتقات جزئی مرتبه دوم جدول  بنابراین با توجه به

)b,a(  )b,a(C  )b,a(B  )b,a(A  بحرانی ي نقطه)b,a(  
108  - 

108  
108 -  

108  

6  
12  
6- 
12 -  

12  
6  
12- 
6-  

6  
12  
6- 
12-  

),( 21  
),( 12  

),( 21  
),( 12   

  
شـود   و آزمون مشتقات جزئی مرتبه دوم ملاحظـه مـی   بالاطور که از جدول  همان

),(نقاط  ),(و21 21  ي هسـتند و تـابع هزینـه در نقطـه    ، نقاط زینی تابع هزینـه),( 12 
),(ي قطهداراي مینیمم نسبی و در ن 12 بنابراین با توجـه  . داراي ماکسیمم نسبی است

برابـر  Bو تولید کالاي 2برابر Aبه خواسته مساله تابع هزینه در حالتی که تولید کالاي
  .یک باشد، حداقل خواهد شد

  

  6-5هاي بخش تمرین  
یت نقاط بحرانـی تـابع داده شـده را از لحـاظ اکسـترمم نسـبی و       در هر قسمت ماه. 1

  .ي زینی، مشخص کنید نقطه
1322) الف  xyxyx)y,x(f  
y,x(f(xy                               ) ب   
1                         ) ج yxe)y,x(f 
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232               ) د yxxy)y,x(f   

                ) ه
xy

yx)y,x(f 3222   
y,x(f(xsiny                      )ز  
22             )ح 21 y)x()y,x(f   

  

هـا   ضـرب آن  و حاصل 36ها برابر  جمع آن سه عدد مثبت را طوري بیابید که حاصل. 2
  .مینیمم گردد

  

ــیم. 3 ــرض کن 1062ف 23  xyyx)y,x(Cــه ــابع هزین ــد   ت ــراي تولی ــوأم ب ي ت
ي ایـن دو کـالا را    باشد، میـزان تولیـد روزانـه   yوxبا مقادیر به ترتیبBوAدوکالاي

  .ي تولید این مؤسسه حداقل شود طوري بیابید که هزینه
  
  مم و مینیمم توابع چند متغیره مقیدماکسی5-7

غیره تحـت  در این بخش به معرفی یک روش جالب براي بهینه سازي یک تابع چند مت
ایـن  . خـواهیم پرداخـت  شـود،   محدودیت خاصی که به متغیرهاي مسـأله مربـوط مـی   

ي مورد نظـر مـا تحمیـل شـده      ي معادله یا نامعادله بر مسأله تواند بوسیله محدودیت می
البته در این بخش تنها حالتی که محدودیت مسأله توسط یک معادلـه داده شـده   . باشد

طور کلی مسائلی کـه در ایـن قسـمت مـورد بحـث قـرار        به. گیریم است را در نظر می
  :گیرند، به دو صورت کلی زیر مطرح خواهند شد می

  :ي اکسترمم دو متغیره با یک محدودیت مسأله)الف
y,x(g(cبا محدودیتf)y,x(ي مم تابع دو متغیرهیعنی یافتن ماکسیمم یا مینی .  

 :ي اکسترمم سه متغیره با یک محدودیت مسأله)ب
ــی  ــره ي    یعن ــه متغی ــابع س ــیمم ت ــا مین ــیمم ی ــافتن ماکس ــدودیت باz,y,x(f(ی مح

c)z,y,x(g .  
ها است که پیش از این در ، حذف یکی از متغیرحل این مسائلیک روش  ابتدایی براي 

  :اکنون به مثال بعد نیز توجه کنید. اي از آن را مشاهده کردیم نمونه 39-5مثال
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  41-5مثال
yyx)y,x(fمینیمم تابع 822   2با محدودیترا yx بیابید.  

  ) حل
  :با توجه به محدودیت مسأله داریم

xy  2  
  :یابد کاهش میي زیر به تابع یک متغیره y,x(f(ي  بنابراین تابع دو متغیره

)x()x(x)x,x(f)x(g  2822 22  
  :کنیم به روش توابع تک متغیره عمل می gبراي یافتن مینیمم تابع

1248222  x)x(x)x(g  
0ي بنابراین از معادله )x(g 3جوابxي بحرانـی تـابع   بعنوان تنها نقطهg  نمایـان

03حال با توجه به این که.شود می  )(g مشتق دوم بـراي توابـع یـک    و بنا به آزمون
ي  حال با قـرار دادن ایـن مقـدار در رابطـه    . ي مینیمم استدارا3xدرgتابعمتغیره، 

xy  بنـابراین مینـیمم تـابع    . شـود  براي متغیر دیگـر حاصـل مـی   1y، مقدار2
)y,x(f2با محدودیت yxي در نقطه),( 13 که ایـن مقـدار مینـیمم     افتد اتفاق می

  :برابر است با
.4181313 22  )()(),(f  

مســائل اسـتفاده از روش حــذف یکــی از متغیرهــا در چنــان کــه مشــاهده نمــودیم  هـم 
ممکن است همیشـه   رسد، اما حذف یک مجهول سازي مقید بسیار ساده به نظر می بهینه

تـر از   مسـأله اي پیچیـده  حتی در صورت انجام این امر، ممکن است با مقدور نباشد یا 
دیگـر  دانان به دنبـال روشـی    بنابراین طبیعی است که ریاضی. حالت اولیه مواجه شویم

قـرن هجـدهم مـیلادي توسـط     خوشبختانه ایـن امـر در  .براي حل چنین مسائلی باشند
لاگرانـژ در  . بـه انجـام رسـید    لاگرانـژ  لویز ژوزف ي فرانسوي یعنی ریاضیدان برجسته

حـل مسـائل   ندانه با افزودن یـک متغیراضـافه، راهکـاري مفیـد در    و هوشمروشی ناب 
عنـوان   اکنـون از آن تحـت   ي مقیـد ابـداع نمـود کـه هـم      سازي توابع چند متغیـره  بهینه

ي دانشـمندان بسـیاري از علـوم قـرار      شود و مورد استفاده یاد میضریب لاگرانژ  روش
  .گیرد می
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  روش ضریب لاگرانژ5-7-2
بـا محـدودیت   راy,x(f(ي سـیمم یـا مینـیمم تـابع دو متغیـره     فرض کنیم بخواهیم ماک

c)y,x(g اکسـترمم تـابع   ي لاگرانژ نشان داد کـه نقطـه  . نیمپیدا کf   بـا محـدودیت
c)y,x(g از حل دستگاه  













c)y,x(g
gf
gf

yy

xx

  

  
  .شود نوشته  شده است، حاصل میوx،yکه بر حسب

)y,x(صورت در واقع نقاط به شوند، نقـاط بحرانـی    حل دستگاه فوق حاصل میکه از00
c)y,x(gبا محدودیتfتابع تغیر کمکـی جا به ماین در. هستند ،  ضـریب لاگرانـژ 

به حـل دسـتگاه بـالا    رانژ  همانند یک عنصرکاتالیزور ضریب لاگدرواقع . شود گفته می
البته همچنان که خواهیم دید، ایـن ضـریب در مفـاهیم اقتصـادي داراي     . کند کمک می

  .تعبیر خاصی است
  

  42-5مثال
221ي اکسترمم تابع دو متغیره yx)y,x(f 1را با محدودیت yx بیابید.  

  )حل
1با توجه به محدودیت yx1، پس yx)y,x(g. با تشکیل دستگاه  













c)y,x(g
gf
gf

yy

xx

  

  :داریم
  ج

  

  
  :ارتست ازبنابراین تنها جواب آن عب.0دقت کنیم که در این دستگاه













1
12
12

yx
)(y
)(x
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2
1

x  2و
1

y  

),(ي نقطـــهبنـــابراین  2
1

2
221اکســـترمم تـــابعي  یـــک نقطـــه1 yx)y,x(f  بـــا

1محدودیت yxتـوان   ي اکسترمم مـی  ت این نقطهبراي مشخص شدن ماهی.  است
1اي در دامنه تابع که در شـرط  ه، نقطهحوالی بسیار نزدیک این نقطدر yx   صـدق

f),(ي مقدار تابع در آن با مقـدار  را به دلخواه اختیار کرد و از طریق مقایسهکند 2
1

2
بـه  1

ــه ــت نقط ــت  ماهی ــت یاف ــترمم دس ــه. ي اکس ــه  ب ــال نقط ــوان مث ),(ي عن 3
2

3
ــه در 1 ک

1شرط yx که  با توجه به این. نظر گیریم کند را در صدق می  

9
4

9
4

9
113

2
3
113

2
3
1 22  )()(),(f  

  و

2
1

4
1

4
112

1
2
112

1
2
1 22  )()(),(f  

2و
1

9
4
 ــس ــهپ ــت نقط ),(ي ماهی 2

1
2
ــه1 ــه  ب ــک نقط ــوان ی ــا   عن ــابع و ب ــیمم ت ي ماکس

1محدودیت yx2قـدار ایـن ماکسـیمم برابـر بـا     رسد که م اثبات می به
1

2
1

2
1

),(f 
  .است

  
  6-5تذکر

کنیم که اگر تابع مقید مورد نظـر تنهـا داراي    براي تعیین ماهیت نقاط اکسترمم دقت می
سـپس  . کنـیم  ي کمکی در مجاورت آن اختیار می ي اکسترمم باشد، یک نقطه یک نقطه

  .شود ها ماهیت اکسترمم مشخص می ي آن با یافتن مقدار تابع در هر دو نقطه و مقایسه
  

  43-5مثال
xy)y,x(fماکسیمم و مینیم تابع 122با محدودیت  yx را بیابید.  

  )حل
122با توجه به محدودیت داده شده داریم  yx)y,x(g .  
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بنابراین با تشکیل دستگاه












c)y,x(g
gf
gf

yy

xx

  :داریم

  













1
2
2

22 yx
)y(x
)x(y

  

  .مخالف صفرهستند وx،yدستگاه فوقي  ت که با توجه به آخرین معادلهبدیهی اس
  :      بنابراین داریم




















1
2

2

22 yx
y
x
x
y

  

ي اول و دوم این دستگاه داریم از معادله
y
x

x
y

22 22، یعنی xy  . اکنون با قرار دادن
  :ي دستگاه داریم در آخرین معادله2yاین مقدار براي

0122  xx  
  یا

2
12 x  

ي اخیر عبارتست از هاي معادله جواب
2

1
x . جواب ها در حال با قرار دادن این

22ي معادله  xy  هاي جواب
2

1
y بنابراین طبق روش لاگرانژ . شود حاصل می

),(هاي نسبی در  نقاط اکسترمم
2

1
2

1 ،),(
2
1

2
1  ،),(

2
1

2
1  و),(

2
1

2
1  

  :در این نقاط عبارتند ازfتابع مقادیر. دهد رخ می
  

),(
2
1

2
1   ),(

2
1

2
1  ),(

2
1

2
1   ),(

2
1

2
1  )y,x(  

2
1  2

1
  2

1
  2

1  xy)y,x(f   
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xy)y,x(fتـابع با توجه بـه جـدول بـالا       2داراي ماکسـیمم
نقطـه  اسـت کـه دردو  1

),(
2

1
2

),(و 1
2
1

2
1  2 ي به اندازه دهد و نیز مینیممی می رخ

1 در نقـاط   دارد کـه

),(
2
1

2
1   و),(

2
1

2
1 افتد اتفاق می.  

  
  7-5تذکر

بـا  z,y,x(f(يهـاي تـابع سـه متغیـره      ردن اکسـترمم دسـت آو  مشابه بـراي بـه  طور به
c)z,y,x(gمحدودیت   به روش ضرایب لاگرانژ، کافی است دستگاه  
















c)z,y,x(g
gf
gf
gf

zz

yy

xx

  

ــر ــیموx،y،zرا برحســب چهــار متغی ــهصــورت نقــاط  درایــن.حــل کن صــورت  ب
)z,y,x( بـا محـدودیت   z,y,x(f(هـاي تـابع   دسـتگاه اکسـترمم  هاي این  از جواب000
c)z,y,x(g  خواهند بود.  
  

  44-5مثال
zyx)z,y,x(fماکســــیمم و مینــــیم تــــابع   263   محــــدودیت  را بــــا

7042 222  zyxبیابید.  
  )حل

  :صورت زیر است با توجه به محدودیت داده شده در این مثال، تابع محدودیت به
7042 222  zyx)z,y,x(g  

بنابراین  با تشکیل دستگاه















c)z,y,x(g
gf
gf
gf

zz

yy

xx

  :داریم
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














07042
22
86
43

222 zyx
)z(
)y(
)x(

  

  

  :بنابراین داریم 0ي اول آن که از سه معادله

)*        (



1z                  ،


 4

3y               ،


 4
3x  

  :ي دستگاه داریم خرین معادلهبا قرار دادن این مقادیر در آ

701
4
344

32 222 








)()()(  
  یا

701
4
9

8
9

222 








  

708که معادل است با
35

2 
4، یعنی

12  2که با حل آن داریم
1

 .  

2حال با قرار دادن
1

 داریم) *(در معادلات:  

2z      ،2
3

y        ،2
3

x  

2و نیز با قرار دادن
1

در این معادلات خواهیم داشت.:  

2z      ،2
3

y        ،2
3

x  

),,(هاي نسبی در  نقاط گرانژ اکسترممبنابراین طبق روش لا 22
3

2
),,(و3 22

3
2
3


 

  :در این نقاط عبارتند ازfمقادیر تابع. دهد رخ می

2
35222

362
3322

3
2
3

 )()()(),,(f  

2
35222

362
3322

3
2
3 








 )()()(),,(f  

2داراي ماکسیممz,y,x(f(بنابراین تابع
),,(ي است که در نقطه35 22

3
2
دهد و  رخ می 3

2ي به اندازه  نیز مینیممی
35 ي  دارد که در نقطه),,( 22

3
2
3


 افتد اتفاق می.  
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  45-5مثال
هزار دلار براي lمایه ودلار براي سرهزار kفرض کنیم تابع تولید یک کارخانه با صرف

5نیروي کار توسط تـابع 
3

5
2

50 lk)l,k(q    اگـر موجـودي فعلـی    .مدلسـازي شـده باشـد
دلار باشد، آنگاه این میزان موجودي به چه میزان بین سرمایه  و نیـروي  150000شرکت

  .دکار اختصاص یابد تا تولید کارخانه ماکسیمم گرد
  )حل

در واحد هزار دلار داده شده اند، بنابراین با توجه به موجـودي  lوkبا توجه به این که
150صورت یکصدو پنجاه هزار دلاري کارخانه، محدودیتی به lk   بـراي اختصـاص

ــم  ــودي داری ــن موج ــأ  .ای ــن مس ــا در ای ــدف م ــابراین ه ــابع  بن ــیمم ت ــافتن ماکس له ی
5
3

5
2

50 lk)l,k(q   150محــدودیتبــا lk)l,k(rبنــابراین  بــا تشــکیل . اســت

دستگاه












150)l,k(r
rq
rq

ll

kk

  :داریم

  
  

  : ي بالایی دستگاه فوق داریم از دو معادله
5
2

5
2

5
3

5
3

3020


 lklk  
klکه معادل است با  3020 2یعنی

3kl  . ي  اکنون با قرار دادن این مقدار در معادلـه
بنابراین تولید ماکسـیمم ایـن   . 90lشود که از آن نتیجه می60kسوم دستگاه داریم

  :کارخانه عبارتست از 

27350238269060509060 5
3

5
2

/)()(),(q   
افتد که  اتفاق می واحد است و هنگامی 3826بر با بنابراین ماکسیمم تابع تولید تقریبا برا

  .هزار دلار به بخش نیروي کار اختصاص یابد 90هزار دلار به  بخش سرمایه و  60






















0150
130
120

5
2

5
2

5
3

5
3

lk
)(lk

)(lk
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  تفسیر ضریب لاگرانژ5-7-3
تواند باعث ایجاد  میاولین برخورد با روش ضریب لاگرانژ، ظهور متغیر جدیددر

توان تفسیر اقتصادي مفیدي از  ي تعریف واضحی براي آن می گردد اما با ارائه سردرگمی
  . موضوع داشت

y,x(g(cبـا محـدودیت  f)y,x(ي ي یافتن ماکسیمم مقید تابع دو متغیره در مسأله  ،
c)y,x(gي محــدودیت از معادلــهcثابــتتغییردر  اغلــب باعــث تولیــد یــک مقــدار

ضریب لاگرانژ درایـن مسـأله بیـان    . خواهد شدfماکسیمم دیگر براي تابع هدف یعنی
ي  به ازاي یک واحـد تغییـر در مقـدار ثابـت معادلـه     fتغییر در ماکسیممي میزان  کننده

  :به عبارت دیگر داریم. استcمحدودیت یعنی

dc
df

  
  :برابر است با ضریب مقدار 45-5مثالبه عنوان نمونه در 

5084900125906020 5
3

5
3

/)()( 


  
در موجودي فعلی شرکت باعث افزایش ) یک واحدي (دلاري1000بنابراین یک افزایش

5125مم تابع تولید به میزان تقریبیماکسی /273826از یعنی(واحد 783851به  / / (
  .خواهد شد

ي میـزان   انژ بیان کننـده ي مینیمم سازي مقید، ضریب لاگر یک مسألهبه همین ترتیب در
 cعـدد ثابـت تـابع محـدودیت یعنـی     احد تغییـر در به ازاي یک وfحداقل تابعتغییردر

  .است
  

  7-5هاي بخش تمرین  
نظـر   هـاي مـورد   روش ضریب لاگرانژ اکسترمم توابع داده شده با محدودیت کمک به.1
 .بیابیدرا

y,x(f(xyماکسیمم تابع) الف  522با محدودیت  yx  
22تابع مینیمم ) ب yx)y,x(f 24با محدودیت yx  
2216ماکسیمم تابع ) ج yx)y,x(f 62با محدودیت  yx  
22مینیمم تابع ) د yx)y,x(f  422با محدودیت  yx  
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y,x(f(ycosxcosماکسیمم تابع ) ه 4ودیتبا محد


 xy  
222مینیمم تابع) و zyx)z,y,x(f 432با محدودیت  zyx  
z,y,x(f(xyzماکسیمم تابع ) ز   623با محدودیت  zyx  
222مینیمم تابع)ح zyx)z,y,x(f 424با محدودیت 222  zyx  

 طوري بنویسید که حاصلضربzوx،yصورت مجموع سه عدد مثبت را به12عدد . 2
zxy2ماکسیمم شود. 
لار صرف نیروي کـار  هزار دlهزار دلار صرف تجهیزات سرمایه اي وkفرض کنیم. 3

3صـورت   انسانی یک کارخانه شود و تابع تولیدي به
2

3
1

60 lk)l,k(q    بـراي آن داشـته
  :دلار باشد، آنگاه هزار120اگر موجودي فعلی شرکت. باشیم
ي شـرکت   نسـانی و تجهیـزات سـرمایه ا   به چه میزان بودجـه بـین نیـروي کـار ا     )الف

  .رددتخصیص یابد تا تابع تولید ماکسیمم گ
به کمک ضریب لاگرانژ میزان تغییر در ماکسیمم تـابع تولیـد کارخانـه را بـه ازاي      )ب

  .ي فعلی شرکت، تخمین بزنید افزایش یک هزار دلاري در بودجه

  فصل پنجمهاي گوناگون  تمرین 
22اگر  .1 2 )zyx(yex)z,y,x(f z  آنگاه مطلوبست:  

f),,(     )الف    f),,(   )  ب        000 111      ج(      ),,(f 111   

x,x,x(f( )د  
dx
d       ه  ()y,y,(f

dy
d zsin,,(f( )و     21

dz
d 11  

  .ي هر یک از توابع زیر را بیابید دامنه.2

y,x(f(xy    )الف                  ب(                         
v
u)v,u(f   

xyln()y,x(f(    )ج                  22 )د 12 )y()x()y,x(f   

y            )ه 
)x(

e)y,x(f



1

           )و                
224

1
yx

)y,x(f


  

 )ز 
1

2



y
y

x
)y,x(f                ح(                  

3

1
yx

)y,x(f


  
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  .حدود زیر را بیابید.3
yxxy(lim( )الف   

),()y,x(
532

01



yxyx(lim( )ب              

),()y,x(
1326 2

11



  

                    )ج  
yx
yxlim

),()y,x( 


 32
               )د               

2212 yx
yxlim

),()y,x( 




  

yx )                    ه  

),()y,x(
elim 

 00
yxln(lim()             و               

),e()y,x(

22
0




                  

      )ز 
yx

yxyxlim
),()y,x( 




22

11

        )ح               2
)y)(x(
)y)(x(lim

),()y,x( 2

2

12 12
14





  

       )ط
yx

)yxsin(lim
),()y,x( 42

2
12 




22                 )ي                

44

22 yx
yxlim

),()y,x( 



  

  

y,x(flim(در هر قسمت نشان دهید.4
),()y,x( 00

  .موجود نیست

342 )الف  

44

)yx(
yx)y,x(f


                 42 )ب

2

yx
yx)y,x(f




  

42        )ج 

2

yx
yx)y,x(f




                  44  )د

22

yx
yx)y,x(f


  
  

 :یف شده باشدصورت زیر تعر بهfاگر تابع.5












),()y,x(

),()y,x(
yx

xy
)y,x(f

000
0022

2

  
  

),(ي  آنگاه در پیوستگی آن در نقطه   . بحث کنید 00
  
  

 را طوري بیابید که تابع Aمقدار.6














),()y,x(A

),()y,x(
yx
yx

)y,x(f
00
0022

33

),(ي در نقطه    .پیوسته باشد00

 .تقات جزئی مرتبه اول و دوم را بیابیدمشهاي زیر در هر یک از قسمت.7
322)الف  yxxy)y,x(f           (4 )بxyyx()y,x(f   

                     )ج
yx

x)y,x(f



y,x(f(xyxe      )د         2 y 2  

yxln()y,x(f(            )ه 73          و(     )xycos(sin)y,x(f    
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 .ي زیر را بیابید مشتقات جزئی مرتبه اول و دوم توابع سه متغیره.8

7     )الف
2

2 )zyx()z,y,x(f           ب (        
3

3
2

z
xy)z,y,x(f   

yzcos()xsin()z,y,x(f()ج      ) د           2
xz

yzxy)z,y,x(f 
  

xyzcos()z,y,x(f(              )ه            و (xyze
zyx)z,y,x(f 


2  

هاي زیر در هر یک از قسمت.9
x
z

 و

y
z

کمک مشتق ضمنی بیابید را به. 

149  )الف
2

22
 zyx            8352  )ب 222  zyx  

4) ج zcosyx            3)د )zxyzxyln(  
 .دیفرانسیل کلی توابع زیر را بیابید.10

y,x(f(xycos                 )الف   ب(       yxyx)y,x(f 4238   

y,x(f(ycotxtan          )ج   د(                   
yx
yx)y,x(f




  

z,y,x(f(xzyx)ه 243 32   و()yxsin(z)z,y,x(f 322   

در هر یک از توابع زیر.11
dt
dfرا بیابید.  

35 )الف    yxy)y,x(f   43که در آنtx  وty 21.  
  

y()y,x(f(x )ب    23   که در آنtex  وty .  

3 )ج   
1

221 )yx()y,x(f   که در آنtsinx  وtcosy .  
  

y,x(f(2xy )د      که در آن)tcos(x 1 وttany 2. 

در هر یک از توابع زیر.12
u
f

و

v
f

را بیابید. 

y,x(f(3yx)الف    که در آنvu)v,u(x 2 3و)uv()v,u(y .  
y,x(f(xye)ب   که در آنvu)v,u(x  وvu)v,u(y .  
y,x(f(xyln)ج   2که در آنuve)v,u(x  وuve)v,u(y .  

)د  
y
x)y,x(f که در آن

vu
)v,u(x




و1
vu

)v,u(y



1.  
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zyxln(w(اگر.13  22 ،32  tx ،ty  و
t

z 1
 آنگاه

dt
dwرا بیابید.  

uv(fuvz(اگر.14 یدآنگاه نشان ده: 

0







v
zv

u
zu  

uv(fz(اگر.15 2آنگاه نشان دهید که: 

02 







v
zv

u
zu  

(اگر .16
s

sr(fw 
 آنگاه نشان دهید: 

0







s
ws

r
wr  

yx(fxyz(اگر.17 22 آنگاه نشان دهید: 
22 xy

y
zx

x
zy 






  

ctx(g)ctx(f)t,x(u(اگر.18 که در آنc   عددي ثابت اسـت، آنگـاه نشـان 
xxttدهید ucu 2.  

به کمک آزمون مشتقات جزئـی مرتبـه دوم نقـاط اکسـترمم و زینـی توابـع زیـر را        .19
  .درصورت وجود، مشخص کنید

242 )الف    32  yxyx)y,x(f        42   )ب 32 )y()x()y,x(f   
y,x(f(ysine                  )ج    x         221221 )د yxe)yx()y,x(f   
259622)ه   yxxyyx)y,x(f       و(

yx
yx)y,x(f




76832  
با محدودیت داده شده fکمک روش ضریب لاگرانژ، ماکسیمم و مینیمم مقدارتابع به.20

  . دهد را تعیین کنید ها در آن رخ می هر قسمت نقاطی که این اکسترمم را بیابید و در
y,x(f(xy )الف   6484با محدودیت 22  yx  
234 )ب   yx)y,x(f 12با محدودیت 22  yx  
y,x(f(zyx )ج   263 4222با محدودیت  zyx   
444 )د   zyx)z,y,x(f 1222با محدودیت  zyx    
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