
 چهارمفصل 

 گراف

 :اهداف
 :رود در پايان اين فصل انتظار مي

 .دار آشنا شوددانشجو با مفهوم گراف و گراف جهت •

 .مفهوم مسير و دور و كاربرد آن را بشناسد •

 .دار و مسائل مربوط به آن آشنا شودهاي وزنبا گراف •

 .تشخيص دهد در گراف اويلري را مدارِ و گذر •

 .تشخيص دهددر گراف  هميلتوني را  دورِو  مسير •

 .آشنا شود پاول -و الگوريتم ولچ  با مفهوم تطابق و رنگ آميزي •

ندگي روزمره هاي معرفي شده موضوعات مطرح در زدانشجو بتواند با استفاده از الگوريتم •
 .پاسخ دهد ،توانند با گراف حل شوندكه ميرا 
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 گراف تعاريف مقدماتيِتاريخچه و  -4-1
را به عنوان  Aدوتايي روي مجموعه  ةتوان رابطدو ديده شد ميهمانطور كه در فصل 

در اين  .تعريف نمود، و آن را با گراف يا ماتريس نمايش داد A×Aاي از زيرمجموعه
به مفهوم گراف چگونگي تشكيل نظريه گراف ارائه و سپس ابتدا تاريخچة فصل 

 .گيردتر مورد بررسي قرار ميصورت عمومي
از دوساحل يك رودخانه و دو جزيره تشكيل  1سبرگگدي، شهر كونيدر قرن هجده ميلا

ها شهروندان را معماي زير سال .كردپل اين چهار منطقه را بهم وصل مي7كه  شده بود
در شهر گشتي زد  ،آيا امكان دارد با آغاز از يكي از اين مناطق: بود خود سرگرم كردهبه
 و به محل اوليه بازگشت؟  نمودطوريكه از هر پل فقط يكبار عبوربه

گذاري ها پايهنظرية گراف ،2ميلادي با حل اين معما توسط اويلر1736در سال 
هر پل  به ازاياي از صفحه اختصاص داده و منطقه، نقطه 4بدين صورت كه به هر شد،

بدين ترتيب مطابق . بين دو منطقه، پاره خط بين دو نقطه متناظر با آنها رسم نمودواصل 
 .يافت و به سادگي پاسخ معما كه منفي بود،دريافتير به مدل رياضي دستشكل ز

 
 
 
 
 
 
 
 

 
. شود استفاده ميل زيادي در رياضيات و علوم كامپيوتر ئها براي حل مسا ازگراف

 هازبان ةمدارمنطقي، هوش مصنوعي، نظري ةها در دروس نظريگرافدر علوم كامپيوتر، 
 .كامپايلر كاربردهاي زيادي دارند و ، گرافيك، سيستم عاملهاو ماشين

                                                                                                                   
1 Kvnygsbrg  
2 Euler  

A 
B 

C 

D 
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توان از گراف  ها مي وب سايت ارتباط و لينك بيننمايش  جهت ،عنوان نمونهبه
براي اين منظور هر وب سايت به صورت رأس و ارتباط و لينك بين وب . نموداستفاده 
 .شودها به صورت يال گراف نمايش داده ميسايت

ي مدارهاي الكتريكي، اصلاح هندسي طراحمسائلي مانند ها در  از گراف
و سازي  ترين كاربرد گراف مدل مهم. شوداستفاده مي نيز ل مشكل ترافيك، حها خيابان

 .ستاهاي گوناگون  پديدهبررسي 
نام به E مجموعة و )هاگره(مجموعه رئوسنام به V≠ از دو مجموعة گرافهر

گراف با يك نقطه يا  )گره( سِرأطور معمول هر به. تشكيل شده است هامجموعه يال
با  ارتباط رئوسنحوة دهنده ها كه نشانيال ؛شودنشان داده مي در صفحه دايره كوچك

 همجموع ؛شوندمشخص مي )دار يا فاقدجهتجهت(خطباشند، با يك پارهمييكديگر 
 :نمود به صورت زير تعريفتوان را ميهاي يك گراف يال

 
E= uv|  u,v V ,uRv  

1-4 مثال: 
اي خود، تعدادي ديتاسنتر را در هاي شبكهيك شركت مخابراتي براي يكي از سرويس

. اندازي نموده استشهرهاي تهران، اصفهان، شيراز، مشهد، كرمان، يزد و بندرعباس راه
-به ؛توان از گراف استفاده نمودها ميها و ارتباط آنجهت مدل نمودن اين سيستم

صورت يال نشان و ارتباط بين آنها به رأسصورت يك به طوريكه محل هر ديتاسنتر
 .داده شود

 
 

 
 
 
 
 
 

بندرعباس

 كرمان

 اصفهان
 تهران

 مشهد

 شيراز

 يزد

 1-4شكل
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 2-4مثال: 
 در زير نشان داده شده ،اين گرافهاي مجموعه رئوس و يال. را در نظر بگيريد G١گراف 
 .است

 
 
 
 
 
 
 
 

V= a,b,c  
E= ab,bc,ac       

 
اههرگ ،گويند دارجهترا غير گراف :دارغيرجهت گراف E اي از مجموعه

 .باشد Vهاي دوعضوي زيرمجموعه
 .شوندمي متصلخط بهم با يك پارهها يال دار،غيرجهت در يك گرافعبارتي، به
باو  كلي گراف نامند طوربه رادار غير جهت گرافG=(V,E) دهندنشان مي. 

 
هرگاه ،گويند دارگراف را جهت :دارجهت گراف E هاي جاي از زوزيرمجموعه

V×V (Eمرتب  V V) باشد. 
در صورت ( baوab، دو يال a,bبراي رئوس  دارجهت در گراف ،عبارتيبه
   .دهندنشان مي (V,E)=دار را با گراف جهت .باشندميمتمايزاز يكديگر ) وجود

نيز  D=(V,E)يا  <G=<V,Eصورت دار را بهجهت گراف ،هادر بعضي از كتاب
 .دهندنمايش مي

 
به عبارت ديگر. دارد را طوقه يا حلقه نامند رأسيالي كه تنها يك  :طوقهuu E. 

  

 2-4شكل 

G1:

c

a b
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را گرافي با بيش از يك يال موجود باشد، آن ،يك گراف رأسهرگاه بين دو  :يال موازي
 .هاي موازي نامنديال

 
 3-4مثال: 

در گراف G ،را بدست آوريد گرافهاي مجموعه رئوس و يال. 

 
 
 
  
 
 
 
 
 :لح

V= a,b,c    ,        E= ab,ba,bc,ca,cc  
 

 4-4مثال: 
 .هاي موازي وجود دارديال bو  aرأسبين دو  ،هاي زيردر گراف

 
 
 
 
 

 
 

ي آنهاتعداد رئوس يك گراف، مرتبه گراف و تعداد يال :گرافةانداز و مرتبه ،
اندازة گراف را با  و n (|V|=n)  مرتبه گراف را با نماد. شودگراف ناميده مي ةانداز

(|E|=m) m  دهندنشان مي. 

a b 

 4-4شكل

a b 

 3-4شكل

G: 
a b 

c
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نكته: 
درگراف G=(V,E)، هاي دو عضوي از تعداد زيرمجموعه ها برابرِحداكثر تعداد يالV 

 .است، ٢يعني 
 

نكته: 
 :برقرار است زيررابطة mو  nبين 

٠≤m≤
n

٢
 

 
ة رأسدرجui هاي متصل به رأستعداد يال :در گرافui ،و  درجة آن رأس گويند را
 :برابر است باG مجموع درجه رئوس گرافبنابراين .دهندمي نشانdeg( ui) با 

deg(G)= deg(ui)

n

i=١

 

 
ةدرج بلكه ،گيرندمينفقط درجه رئوس مورد بررسي قرار  دار،جهت در يك گراف 

 .شودورودي و خروجي رئوس نيز مطرح مي
 

uiفرض كنيد V دلخواه رأسيك گرافG باشد آنگاه: 
 
ورودي ةدرج ui :هايي است كه به تعداد يالui نشان  و با  ،شوندختم مي

n∑: برابر است با Gورودي گراف ةدرجبنابراين .شودداده مي
i=١. 

 

 خروجيدرجه ui :هايي است كه از تعداد يالui نشان   شوند و باشروع مي
n∑: برابر است با  G خروجي گراف ةدرجبنابراين . شودداده مي

i=١ 
 
مجموع درجه ui: هاي ورودي و خروجي موع درجهمجui  آنرا مجموع درجه 

 :ديگر به عبارت ؛نامند
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deg (ui)=id(ui) +od(ui) 
 

و لذا مجموع درجه رئوس گراف G برابر است با: 
 

deg(G)= deg (ui)

n

i=١

= id(ui)

n

i=١

+ od(ui)

n

i=١

 

 
 5-4مثال: 

گراف را بيابيدةانداز و مرتبه، رأسهر  ةدرج،زير دارجهت در گراف. 
 
 
 
 
 
 
 

 :حل

deg(a)=٣   (a)=١  ,(a)=٢  , 

deg(b)=٢   (b)=٠  ,(b)=٢  , 
deg(c)=٣   (c)=٣  ,(c)=٠  , 
deg(d)=٢   (d)=١ ,(d)=١  , 
deg(e)=٢   (e)=١  ,(e)=١  , 

 

deg( )=١٢ (ui) 

n=٥

i=١

=٦ (ui) 

n=٥

i=١

=٦ 

 
 .باشدمي (m=12)12و اندازة  (n=5)5گراف از مرتبةبنابراين 

 

a b

c d

e

 

 5-4شكل
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1-4 قضيه: دار داريمتجه در هر گراف: 

(ui) 

n

i=١

= (ui) 

n

i=١

=|E| m 

 
 در هر گراف داريم :2-4قضيه: 

deg(ui) 

n

i=١

=٢|E| 

 
در هر گراف ، تعداد رئوس با درجه فرد، عددي زوج است: 3-4 قضيه. 
 
نكته: 
 .باشدمي 2ه در گراف طوقةدرج

 
نامند يا تنها منفرد سرأآن صفر باشد،  ةي كه درجرأس :منفرد رأس. 

 
نامندفرد  رأسآن فرد باشد،  ةي كه درجرأس :فرد رأس. 

 
نامندزوج  رأسآن زوج باشد،  ةي كه درجرأس :زوج رأس. 

 
هايهدرجبزرگترين درجه در بين  :ماكزيمم رأس رئوس گراف G  را ماكزيمم

Max deg(ui) | ui=: عبارت ديگر؛ بهدهندنمايش مي درجه نامند و با V  و رأس
 .را رأس ماكزيمم نامندمتناظر با آن

 

هايدرجهكوچكترين درجه در بين  :مينيمم رأس رئوس گراف G را مينيمم درجه 
δ=Min deg(ui) | ui: عبارت ديگربه ؛دهندنمايش مي δنامند و با  V  و رأس متناظر

 .نامند مينيممرا رأس با آن
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 6-4مثال: 
ماكزيمم و مينيمم را مشخص  رأسزوج و نيز  ،رئوس فرد. ف زير را در نظر بگيريدگرا

 .نماييد
 
 
 
 
 
 

 :حل
V= a,b,c,d  
E= ab,bc,bd,cd,bb  

deg(d)=٢ deg(c)=٢deg(b)=٥deg(a)=١ 
 .هستندزوج  c,dفرد و رئوس a, bرئوس
 ١= δو ٥= يعني. رئوس هستند ةدرجكوچكترين  aرأسبزرگترين درجه و  bرأس

 
 

نكته: 
 :برقرار است ة زيررابط فاقد طوقه و يال موازي، درجه در گراف ماكزيمم و مينيمم بين

 
 دنباله گرافيكي و رسم گراف -4-2
دنباله گرافيكي  ،اي نزولي از درجات رئوس يك گراف رادنباله :دنباله گرافيكي

 . گويندگراف 
 

گرافيكي، گراف مورد نظر را  ةوان با استفاده از دنبالتبا در نظر گرفتن شرايطي مي
 d1 ,d2 ,…,dn-1 ,dn صورترأس به nبا  Gفرض كنيد، دنباله گرافيكيِ گراف .ترسيم نمود

 :آنگاه؛ باشد

a b c

d

 6-4شكل
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deg (در دنباله  داراي بزرگترين درجهكه  un رأس) 1 =dn (در نظر  ،است را
 .بگيريد

 .شودكم ميبعدي  تا رأس dn، سپس يك واحد ازنمودهحذف را  unرأس) 2

گرافيكي  ةرا براي دنبال 2و1مراحل جديد به صورت نزولي مرتب و سپس  ةدنبال) 3
 .راحتي قابل رسم باشداي حاصل شود كه بهساده ةشود، تا دنبالجديد تكرار مي

به  مرحلهبا يك حركت پسرو، ترسيم نموده، سپس  ،قابل رسم را ةآخرين دنبال) 4
با  نموده؛مرحله به عقب برگشته و رئوس حذف شده در هر مرحله به گراف اضافه 

نيز به گراف اضافه  هايي متناسب با درجة آن رأساضافه نمودن هر رأس، تعداد يال
 .مورد نظر است گراف مرحلة اول، همان گراف.شودمي

 
 7-4مثال: 
 ؟هاي زيرنمايانگر يك گراف استدنباله گرافيكيآيا 
 4,3,3,3,2,1,1,1,1,0,0) الف
 4,3,3,3,3,2,2,2,0) ب

 :حل
) 7برابر(فرد در اين دنباله  ة، چون تعداد رئوس با درج3-4بنا به قضيه . خير) الف

 .باشدگرافيكي قابل رسم نمي ةعددي فرد است، بنابراين اين دنبال
 :باشدمراحل رسم دنباله به ترتيب زير مي) ب

4, 3, 3, 3, 3, 2, 2, 2, 0 

 : مرحله اول
 :گرددبعدي يك واحد كم مي رأس 4شود، و از درجة حذف مي 4رأس 

 
4, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 0 

 :مرحله دوم
. گردددر اين مرحله اگر دنباله نياز به مرتب شدن داشت، به صورت نزولي مرتب مي

از درجة حذف و  2يعني رأس . شودمجددأ براي دنبالة جديد تكرار مي 1سپس مرحله 
 :شوددو رأس بعدي هر كدام يك واحد كم مي
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2, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 0 

 :مرحله سوم
 :شودتكرار مي 1دنباله مرتب و مجدداً مرحله 

2, 2, 2, 2, 1, 1, 0 

 
2, 1, 1, 2, 1, 1, 0 

 :مرحله چهارم
 :شودتكرار مي 1دنباله مرتب و مجدداً مرحله 

2, 1, 1, 1, 1, 0 

 
2, 0, 0, 1, 1, 0 

 :مرحله پنجم
شود كه گراف قابل نزولي، مشاهده مي صورتمجدد دنباله به پس از مرتب نمودن

 .ترسيم است
1, 1, 0, 0, 0

 .شودگراف رسم مي ،بنابراين از آخرين مرحله

 
 :گراف مرحله پنجم

 :شودرسم مي 1,1,0,0,0رأس با درجات  5در اين مرحله 
 
 
 
 

 :گراف مرحله چهارم
براي اين . باشد2,1,1,1,1,0رأس با درجات رئوس  6حله گرافبايد داراي در اين مر

از آنجا كه .اضافه گردد 2منظور كافي است به گراف قبلي،رأس حذف شدهبا درجه 

 7-4شكل
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يال جديد بايد طوري به گراف اضافه شود كه درجة رئوس  2است،  2درجة اين رأس 
 :باشد2,1,1,1,1,0گراف جديد 

 
 
 
 
 

 :گراف مرحلة سوم
است كه با اضافه شدن يك رأس با درجة  2,2,2,2,1,1,0در اين مرحله دنباله گرافيكي 

 :شودبه گراف مرحله قبل ايجاد مي 2
 
 
 
 
 

 :گراف مرحلة دوم
است كه با اضافه شدن يك رأس با  2,2,2,2,2,2,2,0در اين مرحله دنباله گرافيكي 

 :شودبه گراف مرحله قبل ايجاد مي 2درجة 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 8-4شكل

 9-4شكل

 10-4شكل
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 :گراف مرحلة اول
است كه با اضافه شدن يك رأس با  4,3,3,3,3,2,2,2,0در اين مرحله دنباله گرافيكي 

 :شودبه گراف مرحله قبل ايجاد مي 4درجة 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 هاانواع گراف -4-3
گراف تهي:گراف تهي با. را گراف تهي نامند بدون يال گرافNp شودنشان داده مي. 

 .زير نشان داده شده استشكل در  4و1،2،3مرتبة هاي تهي ازگراف
 

●●●●● ● 
●●●● 
N٤ N٣N٢N١ 

12-4شكل  

ساده گراف :گراف نامندساده  فاقد يال موازي و طوقه را گراف. 

 
گراف چندگانه  ،گرافي كه شامل يال موازي و يا طوقه باشد را: چندگانه گراف

 .گويند
 
دار باشد را گراف دار و غيرجهتهاي جهتگرافي كه شامل يال :طمختل گراف

 .مختلط گويند

 11-4شكل
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كامل گراف: ةساد گراف G  متمايز آن دقيقاً  رأسهرگاه بين هر دو  ،نامندرا كامل
 .يك يال موجود باشد

گراف كامل  .رأس ديگر، مجاور است (n-1)با  كامل گراف به عبارتي، هر رأسِ 
n را با  رأسKn هاي كامل گراف.دهندنمايش ميK١ ،K٢ ،Kو ٣ ،Kدر زير نشان داده  ٤

 .شده است
 
 
 
 
 
 

 
متمايز رأسبين هر دو دار كه در آن تورنمنت گرافي است جهت :تورنمنتa  وb، ًدقيقا 

nرا با  يرأس nتورنمنت .وجود داشته باشديك يال 
 .دهندنشان مي *

 
 .ه تورنمنت نشان داده شده استدر زير چند نمون

 
 
 
 
 
 

نكته: 
| : برابر است باها تعداد يال  Knدر گراف كامل | n n-١

٢
 

 
ةگرافي كه بتوان مجموعه رئوس آن را به دو زير مجموع :دو بخشي گرافV1  وV2 

، باشد V2 در رأسو يك  V1در  رأسكه هر يال آن داراي يك طوريبه ،نمودچنان افراز 

 13-4شكل
K١ K٢ K٣ K٤ 

 14-4شكل
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 :به عبارت ديگر .راف دوبخشي نامندگ
V=V١ V٢ , V١  V٢=  
if   uv E       u V١  ,v V٢ 

 .گويند نيز چنين افرازي را دو بخشي كردن گراف
 
 8-4مثال: 

 .گراف دوبخشي با مجموعه رئوس نشان داده شده است ،در شكل زير
 
 
 
 
 

V١= a,c,e  
V٢= b,d  
 
 

ِگراف دو بخشي :كامل گراف دوبخشيG  با مجموعه افرازهايV1 و V2  را كامل
 رأس mشامل V١اگر. يالي وجود داشته باشد V2 و V1 رأسهرگاه بين هر دو  ،گويند

 .شودنشان داده مي Km,nبا فوق  كاملگراف دو بخشي ِ ،باشد رأس  n شامل V٢و
 
 9-4مثال: 

 .نشان داده شده است K3,3و  K2,3در شكل زير دو گراف دوبخشي كامل
 
 
 
 
 

 

a c e 

b d

 15-4شكل

K٣,٣ K٢,٣ 

 16-4شكل
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 10-4مثال: 
 دو بخشي است؟ زير شكلهاي كداميك از گراف

 
 

 
 
 
 
 

 :حل
دوبخشي است  )الف( گرافV١= a,c  .{b,d}=V٢و
دوبخشي نيست )ب( گراف. 
دو بخشي است) ج ( گرافV١= a,e,f,g,h =V٢  و  b,c,d . 

 
 

 گراف–rبراي عددصحيح  :منتظمr≥٠  r ،ةساد گراف G  را–r  ،منتظم گويند
 .i deg(ui)=rيعني . باشد rآن  رأسهرگاه درجه هر 

 
 .نشان داده شده است منتظم r–هايهايي ار گرافدر شكل زير، نمونه 
 
 
 
 
 
 
 
 
نكته: 

– منتظم ،Kn هاي كاملگراف n-باشندمي١. 

 17-4شكل

a b

c d

c

d e

b

a

cb

a

d

e gf h

)ب( )الف( )ج(

 منتظم-3 منتظم-2 منتظم -1

 18-4شكل
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 11-4مثال: 
كنيد در يك آپارتمان فرض.هاي محلي استبكهيكي از كاربردهاي گراف در طراحي ش

هاي كامپيوتري متفاوت با وسايل جانبي از قبيل پرينتر، اسكنر، رسام وغيره سيستم
نحوي بهم متصل شوند كه ساكنان قرار است آنها به ةبراي استفاده بهين. باشندموجود 

براي اين منظور .يندنماساكنان بتوانند از اطلاعات و امكانات موجود كمال استفاده را 
 :شونداتصال اين كامپيوترها معرفي مي جهتهاي زير مدل

عنوان كامپيوتر مركزي در يكي از كامپيوترها به شبكهدر اين  :ايستاره شبكة •
محلي طراحي شده به  ةشبك. دنشوو ساير كامپيوترها به آن متصل ميشده نظرگرفته 

مطابق در اين طراحي . است K1,n-1اين صورت، همانند يك گراف كاملِ دوبخشي
 .شوداطلاعات از كامپيوتر مركزي به ساير كامپيوترها ارسال مي، )الف(19-4شكل 

. با دو كامپيوتر ديگر متصل است هر كامپيوتر دقيقاً شبكهدر اين  :ايحلقه شبكة •
هاي دور نامند و با را گراف هاي محلي با اين نوع مدلشبكهگراف حاصل از 

Cnيك) ب(19-4شكلدر . دهندينشان مC6 در اين نوع . نشان داده شده است
شود و اطلاعات از يك كامپيوتر به يكي از كامپيوترهاي مجاور ارسال ميشبكه 

مجدداً  ،اطلاعات ةارسال كنند تا زماني ادامه دارد كه كامپيوترِ ارسال اطلاعات
 .اطلاعات را دريافت نمايد

 ،باشدستاره و حلقه مي شبكهكه تركيبي از  ،شبكهينوع طراح در اين :تركيبيشبكة  •
تواند از كامپيوتر مركزي به ساير كامپيوترها يا از يك كامپيوتر به ساير اطلاعات مي

اين ويژگي  باعث بالا رفتن ). )ج(19-4شكل( كامپيوترهاي مجاور ارسال گردد
 .گرددميقابليت اطمينان 

 .شودداده مينشانWnشود و با اين نوع گراف اصطلاحاً چرخ ناميده مي
 .دهدرا نشان مي W7يك ) ج( 19-4شكل  
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 گرافn- مكعب (Qn) :2كننده گرافي است كه رئوس آن مشخصn رشته بيتي به
دو رأس در اين گراف فقط در صورتي مجاور هستند كه در يك بيت . است nطول 

 .ه باشندتاختلاف داش
 

 .ر زير نشان داده شده استد Q٣، Q٢، Q١هاي گراف
 

 
 

 
 

 
 
 
 

رسم كرد و دو رأس هم شماره را  را Qn-1 گراف بار2توان مي ،Qnبراي رسم 
و قسمت 0Lيك قسمت را تبديل به  ،باشد Lپس اگر برچسب رئوس ؛ بهم متصل نمود

 .پذيردو اتصال رئوس طبق قاعده انجام مي نموده 1Lديگر را تبديل به 
 

)فال( )ب(  )ج(

 19-4شكل

 20-4شكل

Q١ Q Q

٠ ١ ٠٠ ٠١

٠١ ١١

٠١٠ ٠١١

٠٠٠ ٠٠١

١١٠ ١١١

١٠٠ ١٠١
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عددي نسبت داده رأسبه هر يال، وزني يا به هر  در آن كه يگراف:داروزن گراف ،
شود كه در نشان داده مي G=(V,E,W)اين گراف با . شودمي ناميدهدار گراف وزن د،شو
 .باشدميهاي گراف وزنمجموعة  Wآن 

 
ين كمتر ةمحاسبترين مسير و يا محاسبه كوتاه مانندها بيشتر در مسائلي اين گراف

 .شوندمي بردهكار نقل و انتقال موجودي انبارها بههزينة 
 

 :هاي گرافتيكريخ -4-4
هاي يكريختگراف :دو گرافG١=(V١,E١) وG٢=(V٢,E٢) را يكريخت گويند ،

ازاي هر به ،طوريكهبتوان يافت به  V٢→f: V١ يك تابع يك به يك و پوشا مانند: هرگاه
 . ٢ در  ١يال

 
نكته: 

 :، يعنياستبا يكديگر برابر يكريخت ها و رئوس دو گرافتعداد يال
|V1|=|V2| و   |E1|=|E2| 

 

 12-4مثال: 
 . يكريخت هستند G٢و  G١دو گراف 

 
 
 
 
 

 
 :تعريف نمودصورت زير به 21-4شكل  مطابقِتوان را مي G٢→f: G١تابع 

 
f u١ =v١ 

 21-4شكل

G١ 

u١ u٢

٤ u٣

G٢

v١ v٢
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f u٢ =v٣ 
f u٣ =v٢ 
f u٤ =v٤ 
 

 13-4مثال: 
 باشند؟مي يكريخت G2و  G1دو گراف  ،در شكل زير آيا

 
 
 
 
 
 
 
 

 :حل
باشند، بنابراين بايد تابع يك يال مي 9رأس و  6با توجه به شكل، هر دو گراف داراي 

تبديل شود، به عبارت  G2 گراف به G1ف به يك و پوشايي را بيابيم كه تحت آن گرا
هاي رئوس از طرفي درجه .اين تابع بايد درجه رئوس در گراف را حفظ نمايد ،ديگر

به  G2هاي رئوس گراف و درجه 2,2,2,4,4,4به ترتيب نزولي برابر است با  G1گراف 
 .باشندبنابراين اين دو گراف يكريخت نمي. 2,2,3,3,4,4ترتيب نزولي برابر است با 

 
 

 14-4مثال: 
 .است، اما اين دو گراف يكريخت نيستند 3,3,3,3,3,3دنباله گرافيكي دو گراف زير 

 
 
 
 

 
K3,3 

 23-4شكل

22-4كلش

G1

G2
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نكته: 
ها يكسان است ولي عكس اگر دو گراف يكريخت باشند، آنگاه دنباله گرافيكي آن

 .موضوع برقرار نيست
 
 گرافمكملِ -4-5
 ِفرض كنيد : گرافمكملG=(V,E) با يك گرافn باشد، اگر از  رأسKn) گراف

ناميده  Gگراف  ، گراف حاصل مكملِشودرا حذف  G هاي گرافيال) رأس nكامل با 
uvدر حقيقت  . شودنشان داده مي G=(V,E)شود وبا نماد مي E  اگر و فقط اگر

uv  E. 
 
 15-4مثال: 

 .و مكمل آن نشان داده شده است G1در شكل زير گراف 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

نكته: 
 :داريم Gدر گراف  .1

١
 
2.  در مورد گرافG و مكملِ آن داريم :G G=Kn 

 24-4شكل

a 

b c 

d 

G١

a 

b c 

d 

G١
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گراف : خودمكمل گرافG هرگاه ،را خودمكمل گويندG   وG يكريخت باشند. 
گراف خود مكمل است مثال قبل، يك گراف. 

 
16-4ثال م: 

 تواند خود مكمل باشد؟مي ،است رأس 10آيا گرافي كه داراي 
 :حل
K١٠داراي١٠ ١-١٠

٢
يال را به دو قسمت مساوي تقسيم  45توان باشد و نمييال مي ٤٥=

 .خود مكمل نيستچنين گرافي لذا  ،كرد
 
 

 زيرگراف و انواع آن -4-6
 .نماييدوجه براي درك بهتر مفهوم زيرگراف، به مثال زير ت

 
 17-4مثال: 

فرض كنيد شبكة بزرگ مخابراتيِ كشور فقط به اطلاعات مبادله شده بين شهرهاي 
است تماميِ خطوط براي اين منظور كافي. تهران، اصفهان، شيراز و مشهد احتياج دارد

شهر مذكور را به  4شهر از  2ارتباطي بين شهرها بجز خطوط ارتباطيِ كه حداقل
مورد نظر محدود  شهرِ 4با اين كار اولاً شهرها به . كند، حذف شودمييكديگر متصل 

 . باشدشهر در دسترس مي 4بين اين  شده، ثانياً فقط خطوط ارتباطيِ
 
 
 

زيرگراف: گراف G١=(V١,Eرا ١ زيرگراف G=(V,E) هرگاه ،گويند: 
V١ V    و   E١ E. 

 
نكته: 

 .صادق است ،ها نيزگرافتمامي تعريف فوق براي 
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 :عبارتند از ي ويژههازيرگرافبرخي از 

 
رئوس گراف را در برداشته باشد،  زيرگرافي كه همة: )پوشا( فراگير زيرگراف

باشدو لزوماً مي ١ در زير گراف پوشا بنابراين. شودزيرگراف پوشا ناميده مي
E١  رابطة E  باشدبرقرار نمي. 

 
لقاييِ رئوس زيرگراف اVگراف هايي اززيرگرافي كه تمام يال: ١G آنها  دو سر كه
 .نامند V١رئوس مجموعه ، زير گراف القائي است را شامل شود V١در
 
 18-4مثال: 

 .را درنظر بگيريد گراف زير
 
 
 
 
 
 
 

 :عبارت است از{h,d,g,f}=V١رئوس  همجموع زيرگراف القايي)الف
 
 
 
 
 
 

 : عبارت است از فوق هاي پوشاي گرافمونه از زيرگرافن دو) ب

 25-4شكل

a b

d c

e

g

h f

d g

h f

26-4شكل
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زيرگرافG-v: رأساست كه از حذف  زيرگرافيv  از مجموعه رئوس گرافG  و
 .آيدبدست مي vهاي متصل به حذف تمام يال

 
زيرگرافG-e: است كه از حذف يال گرافيزيرe هاي گراف از مجموعه يالG هب-

 .E(G-e )=E(G)-{e}  و  V(G-e)=V(G) ت ديگرعباربه.آيددست مي
 

 19-4مثال: 

 .در زير داده شده است Gگراف
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 .دست آوريدرا به G-eزير گراف ) الف

 27-4شكل

a b

d c

e

g

h f

a b

d c

e

g

h f

 28-4شكل

a b

d cg

h fe
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 .دست آوريدرا به G-efزير گراف ) ب
 :حل

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 مسير و دور در گراف -4-7
 
رأس  از يك گشت :تتعريف گشu  رأس بهv هاست كه از و يالاي از رئوس دنباله

 .شودختم مي v رأسشروع و به  uرأس
 
 اگر ؛را گذر گويندآن ،اگر هيچ يالي در گشت تكراري نباشد :گذرv =u) رأسيعني 

 .گوينديا گذر بسته را مدار آن) ابتدا و انتها
 
اگر ؛گويند مسيررا آن ،در گشت تكراري نباشد يرأساگر هيچ  :مسيرv =u را دورآن 

 .گويندسير بسته يا يك م

 
 20-4مثال: 

 :گراف زير را در نظر بگيريد

 )ب(

a b

d cg

h fe

 )الف(

a b

d cg

h f

 29-4شكل
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 :در اين گراف
 .يك گذر استbcdecfگشت  •
 .در آن تكرار شده است cرأسمسير نيست، زيرا  bcdecfگشت  •

 .باشداين گشت مسير نيز مي. يك گذر است fcedaگشت  •

، اين است يابتدا و انتها يك رأسيك گذر است و چون دو  abdcedaگشت  •
 .باشدگشت مدار نيز مي

 . است، بنابراين مسير نيست dتكراري  رأسچون داراي  abdcedaگذر  •

ابتدايي و انتهايي يكي است،  رأسيك مسير است، و از آنجا كه دو  abcdaگشت  •
 .باشداين مسير دور نيز مي

 
 

  از رأس يهاي پيموده شده در مسيرتعداد يال: مسيرطولu به رأسv ن آ، طول
 .شودداده مي نشان d(u,v)يا l(uv)شود و با مسير ناميده مي

 
 21-4مثال: 

رأسچند مسير بين دو  زير، در گراف b,a موجود است؟ 

 
 
 
 
 
 
 
 

a 

b e 

d c 

 31-4شكل

a b 

e 

d 

c f 

 30-4شكل
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 :حل
• ab : بامسيرl(ab)=1  
• aeb,adb,acb :با هاييمسيرl(ab)=2  
•  aedb,aecb,adeb,adcb,acdb,aceb :با هاييمسيرl(ab)=3  
• aedcb,aecdb,acdeb,acedb,adceb,adecb :با هاييمسيرl(ab)=4  

 
 
 

 گراف همبند -4-7-1
گراف همبند: گراف G آن حداقل يك مسير  رأسهرگاه بين هر دو  ،را همبند گويند

 .ناهمبند گويندگراف را صورت ، در غير اينموجود باشد
 
همبند ةلفؤم(لفهؤم(: هك ،همبنداست زيرگراف چندين شامل، ناهمبند هرگراف 

 .نامندگراف  براي مؤلفه رايك هركدام
 

نكته: 
 .گراف ناهمبند است ،آنگاه (١-n)>|E|و V|=n|هرگاه  ،Gة در گراف ساد .1

 اين هركلاس ؛كندمي تعريف ارزيهم رابطه كي ،گراف هايرأس بين وجودمسير .2
 .نامند گراف همبندي لفهؤم رايك ارزية همرابط

 
 :شودمطرح ميبه شرح زير  دار سه نوع همبنديهاي جهتدر گراف

 
 قويهمبند: آن بين هر دو رأس دلخواهگويند، هرگاه  قويدار را همبندجهت گراف 

 .موجود باشدمسيري 
 
 طرفهيكهمبند: هرگاه حداقل يك رأس  ،طرفه استهمبند يكدار جهت گراف

 .طوريكه مسيري از آن به ساير رئوس گراف موجود باشدبه ،يافت شود
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 ضعيفدهمبن: هرگاه بدون درنظرگرفتن  ،همبند ضعيف است دارجهت گراف
در همبندي  ،عبارت ديگربه .موجود باشد آن مسيري دو رأس دلخواههر جهت، بين 

 .ها وجود نداردنشود كه هيچ مسيري بين آضعيف، دو رأس يافت مي
 
 22-4مثال: 

 ؟هستندهمبند و كداميك ناهمبند زير، شكل هاي كداميك از گراف
 
 
 
 
 
 
 

 :حل
همبند  ةداراي دو مؤلف G٢گراف  .ناهمبند است G٢و گراف طرفهيكهمبند ١گراف 
 .است

 
 

نكته: 
 .يال دارد (n-1)حداقل رأس، nبا  هر گراف همبند .1

|رأس، اگر nدر گراف ساده با  .2 | n n-١
٢

 .قطعاً همبند است گراف ،آنگاه 
 
 
 لريگراف اوي :4-7-2
 
اويلري نام دارد گذر، عبوركند ي گرافهايالكه از تمام  گذري :اويلري گذر. 

G2G1

 32-4شكل
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فقط يكبار  ،هاي گرافكه از تمام يال است گشتيگذر اويلري  ،ديگر عبارتبه

 .نمايدمي عبور
 
اويلري نام دارد مدار، عبوركند گراف يهايالكه از تمام  مداري :اويلري مدار. 

و به نقطة  گراف فقط يكبار عبور نمايد هاييالشتي كه از تمام ، گديگر عبارتبه
 .مدار اويلري نامند شروع بازگردد،

 
شودگراف اويلري ناميده مي ،گرافي كه مدار اويلري دارد :اويلري گراف. 

 
 23-4مثال: 

 . ولي مداراويلري ندارد،دارد) bcdbad(اويلري ،گذرزير شكلگراف 
 
 
 
 
 
 

 
 

گ :4-4 قضيهراف G اگر و تنها اگر  ،داراي مدار اويلري استG   ةو درجهمبند 
 .زوج باشد آن تمام رئوس

 
لم: گرافG اويلري است اگر و تنها اگر  گذر دارايG   داراي  حداكثرو همبند بوده
 .درجه فرد باشد رأسدو 

 
نكته: 

a b 

d c 

 33-4شكل
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 .شودختم مي ،گذر اويلري، از يك رأس فرد شروع و به رأس فرد ديگر. 1
2 .Km,n  در صورتي اويلري است كهm  وn هر دو زوج باشند ،. 
 
 24-4مثال: 

 .گراف زير مدار اويلري دارد
 
 
 
 
 
 
 

 .همگي مدار اويلري هستند، bcfgcdeab, cfgcdeabc, abcfgcdea  گذرهاي
 
 

5-4 قضيه:همبند  گرافG  اگر درجة ورودي هر  تنهاداراي مدار اويلري است اگر و
 :يعني. ابر درجة خروجي آن باشدبر رأس

ui V    od ui =id(ui) 
 
 25-4مثال: 

عبارتست اززير دار شكلجهت مدار اويلري گراف: abedcacbda 
 
 
 
 
 

 
 
 

a b 

c 

e d 

f 

g 
 34-4شكل

a b

 35-4شكل

c d 

e 
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اويلري در گراف گذر شرط  لازم و كافي براي وجود: 6-4 قضيهG آن است كه G  
برابر  ساير رئوسدرجة ورودي و خروجي  ،v٢و  v١رأسبه غير از دو همبند بوده و 

 :داشته باشيم v٢و  v١رأسباشند و براي دو 
id v١ =od(v١)+١ 

od v٢ =id(v٢)+١ 
 .شودختم مي v١رأس شروع و به v٢رأس در اين صورت، گذر از

 

 26-4مثال: 
 .و مدار اويلري را در گراف زير در صورت وجود بيابيد گذر

 
 
 
 
 
 

 :حل
   deg a =deg c =deg d =٣,         deg b =٥  

 
بنابراين  .اويلري وجود ندارد گذر لذا است، 4 ،از آنجا كه تعداد رئوس با درجه فرد

 .وجود مدار اويلري نيز منتفي است
 
 

 27-4مثال: 
 و مدار اويلري وجود دارد يا خير؟ گذربراي گراف زير بررسي نماييد آيا 

 
 
 

a 

b 

c 

d 
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 :حل
 گذر عنوان نمونهبه. اين گراف مدار اويلري دارد، زيرا درجة همه رئوس زوج است

abdghijhkgfdcbeifea يك مدار اويلري است. 
 
 

 گراف هميلتوني -4-7-3
 
عبور كند تمام رئوس گرافاست كه از مسيري  :مسيرهميلتوني. 

 
عبور كند گراف سرئو تمامدوري است كه از  :دور هميلتوني. 

 
گويندنيز به گرافي كه دور هميلتوني دارد، گراف هميلتوني  :گراف هميلتوني. 

 
 28-4مثال: 

 .هاي زير مسير و دور هميلتوني را بررسي نماييددر گراف
 
 
 
 
 
 

a 

b 

c 

d 

e 
f 

j 

h 

k 

g 

i 
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a b c

g h i

d e f

G2a b c

g h i

d e f

G1

 38-4شكل
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 :حل
داراي مسير هميلتوني )الف(39-4مطابق شكل  ، وليدور هميلتوني ندارد G١گراف 

abcfedghi است . 
 

داراي دور ،)ب(39-4مطابق شكل و  abcifedghداراي مسير هميلتوني  ، G٢گراف 
 .است abcifehgdaهميلتوني 

 
 
 
 

 

 29-4مثال: 
 1234561در اين گراف دور  .يك گراف هميلتوني است ،گراف هشت وجهي مقابل
 .يك دور هميلتوني است

 
 
 
 
 

 
 

 30-4مثال: 

نفر دور يك  nت سازماني جهت تشكيل و تأييد چار ،كنيد در يك مؤسسهفرض
 :نشان دهيد .دهندجلسه ميتعدادي ميزگرد تشكيل 

 .توانند دور اين ميزگرد بنشينندبه چند طريق اين افراد مي) الف

1

23
4

5 6

 40-4شكل
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a b c

g h i

d e f

)الف()ب(

a b c

g h i

d e f
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-به نمايد مذاكرهجلسه، هر نفر تنها با دو نفر مجاور خود هراگر قرار باشد در) ب

چند جلسه بايد به . است صورت نگرفته دو اي با آنكه در روزهاي قبل مذاكرهطوري
 ؟نمايند شود قبل از اينكه دو نفر براي بار دوم باهم مذاكرهاين طريق تشكيل

 
 :حل
 دور از طرفي چون. توانند كنار يكديگر بنشينندميn ! نفر به تعداد nدانيم مي )الف

ن كند يكساهايي كه نفر اول براي نشستن انتخاب ميبنابراين مكان نشينند،ميزگرد مي
هاي ساعت يا خلاف طريقة نشستن در جهت عقربه همچنين ،)يكسان حالت n(است

بنابراين اين تعداد حالت برابر است  ،)حالت يكسان2(كندآن حالت جديدي ايجاد نمي
!n با

٢n
=

n-١ !

٢
 . 

) n-1(با بنا به فرض مسأله هر نفر بايد دهند،ميv1 v1,…,vn,تشكيل دورv1,…,vnنفر n)ب
طوريكه در هر جلسه مجاز است فقط با دو نفر مذاكره نمايد هب ،گر مذاكره نمايدنفر دي
نفر بايد به ) n-1( كه نداشته است، و اين بدان معني است دو اي با آنمذاكره كه قبلاً

ن تعداد اهم ،بنابراين تعداد جلسات مورد نياز. دنافراز شو عضوي2هاي جموعهم
١-nافرازها يعني

٢
 .باشدمي

 
 فرض كنيد : 7-4قضيهG=(V,E) طوقه و گراف بي|V|=n اگر به ازاي هر. باشدu 
deg :دلخواه داشته باشيم vو u + deg v ≥n-آنگاه، ١، G داراي مسير هميلتوني است. 
 
 8-4قضيه: ة ساد در گرافG  اگر براي هرv V داشته باشيم :deg(v)≥

(n-١)

٢
آنگاه ، 

G ني استداراي مسير هميلتو. 
 
 كنيد فرض: 9-4قضيهG=(V,E) طوقه و  گرافي بي|V|=n≥اگر براي هر دو . ٣

deg :داشته باشيم vو  uغيرمجاور رأس u +deg(v)≥n،  آنگاهG  داراي دور هميلتوني
 .است
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 رأسهر  ةاگر درج :10-4قضيه گرافG ،حداقل n

٢
دورهميلتوني  Gباشد، آنگاه  

 .دارد

 
نكته: 

 .است 2ر دور هميلتوني، درجة تمامي رئوس هدر. 1
 .هميلتوني ندارد ورداشته باشد، د 0و يا  1با درجه  رأسگرافي كه . 2
 .١<m=nفقط در صورتي دور هميلتوني دارد كه  m,nگراف . 3
 .١≥|m-n|فقط در صورتي مسير هميلتوني دارد كه  m,nگراف . 4
 .دارد دور هميلتوني n≥3 ،Knازايبه. 5
6. درگرافKn)n≥3 (تعداد دورهاي هميلتوني،n-١ !

٢
دورهاي  عدادت همچنين ؛باشدمي 

١برابر است با ،با هم هيچ يال مشتركي ندارندكه آن  هميلتونيِ

٢
. 

 
 31-4مثال: 

اند، كه هر شب شام را باهم و دور يك ميزگرد دانشجوي يك كلاس تصميم گرفته 5
نشينند اي اين منظور به هنگام صرف شام هر يك در كنار دو نفري ميبر. صرف كنند

توانند اين كار را انجام براي چند روز مي. اندها ننشستهپيش كنار آنكه در روزهاي 
 دهند؟
 :حل

-محاسبه شوند، به k٥پاسخ اين مسأله، معادل اين است كه تعداد دورهاي هميلتوني در 

 .ركي نداشته باشندطوريكه با يكديگر يال مشت
١-٥برابر است با  k٥تعداد دورهاي هميلتوني  !

٢
١-٥از اين تعداد . ١٢=

٢
دور با  ٢=

 .وجود دارند كهاي غير مشتريال
 .و دورهاي هميلتوني آن نشان داده شده است k٥در شكل زير
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 .مشتركي ندارنديال ) ب( 42-4و) الف(42-4 هاي شكلگرافشود، مشاهده مي
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a 

b e 

d c 

 41-4شكل

 acbeda) ج

a 

b e 

d c 

 abcdea) الف

a 

b e 

d c 

adbeca )ب

a 

b e 

d c 

abdcea )ح

a 

b e 

d c 

abceda )ط

a 

b e 

d c 

 abecda)  ز

a 

b e 

d c 

 abdeca) ه

a 

b e 

d c 

 aebdca ) د

a 

b e 

d c 

adbcea )و

a 

b e 

d c 
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 32-4مثال: 
داراي مسير و دور  ،هاكداميك از گراف. هاي دوبخشي زير را درنظر بگيريدگراف

 .هميلتوني هستند
 
 
 
 
 
 
 

 :حل
 هاياين گراف داراي مسير. است، دورهميلتوني ندارد 2,3يك گراف  G١گراف 

 .است dbeacو  cadbeهميلتوني 

deg زيرا. دور هميلتوني ندارد G٢گراف d اين گراف داراي مسير هميلتوني  .است ١=
afbecd است. 

 
 

 

a b

c d e

G1 a b

f e d

G2 c

 43-4شكل

 42-4شكل

aedbca )ل

a 

b e 

d c 

 aebcda) ي

a 

b e 

d c 

abedca )ك

a 

b e 

d c 
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 كاربردهايي از مسيرها و دورهاي هميلتوني -4-7-3-1
 
 ميلتونيبهينه همسير  •

مسأله اصلي . از آن باشد رأسدو  vو  uدار و وزن يك گرافG=(V,E,W) فرض كنيد 
در صورت  .داشته باشدترين وزن را كه كمطوريبه ،است رأسبين اين دو  يمسير يافتن
 . گويندمي vو  uترين مسير بين به چنين مسيري كوتاه وجود،

يك روش براي يافتن چنين مسيري  ،يلتونييا مسير بهينه هم 1الگوريتم ديجكسترا
 .است كه مراحل آن به صورت زير است

 
 : 1مرحلة 

tبراي هر. شودمي مقداردهيT=V-{u}و  u ،P={u}أسربا شروع از  T ،l t =W(u,t) ،
و اگر يالي  استutوزن يالW(u,t)( است tبه  uترين مسير ممكن از كوتاهl(t)كه
Wوجود نداشته باشدtوuبين u,t =∞( . 

 
 :2مرحلة 

xفرض كنيد  Tترين وزن را نسبت بهي باشد كه كمرأسPاگر. داردx=v باشد، الگوريتم
 :دهيم، قرار ميصورتدر غير اين. يابدمه ميخات

P=P

tبراي هرو  Tكنيمتعريف مي: 
l t =Min{l t ,l x +W(x,t)} 

 
 .شودتكرار مي، T با T و P با Pبا جايگزيني اين مرحله

 
 33-4مثال: 
 .ت آوريددسدر گراف زير را به 7و  1 رأسترين مسير بين كوتاه

 
 

                                                                                                                   
1Dijkstra 
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 :حل
 .در شكل زير نشان داده شده است رأسمراحل الگوريتم و بررسي وضعيت هر 

 
 : 1مرحله 

 انتخاب a رأسدر اين مرحله 
 :بنابراين خواهيم داشت. شودمي

P= a  
T={b,c,d,e,f,g} 

 :2مرحله 
مسيرهايي كه از ، Pرئوسِبا توجه به 

شروع شده و از رئوس  aرأس
 :گذرند عبارتند ازمي pعه مجمو

ab=4 ،ac=6  وad=8 . پس
. است ab=4مسيروچكترين ك

 .شودانتخاب مي bرأسبنابراين 
P= a,b  
T={c,d,e,f,g} 

ca

b

d f

g

e
4

8

6

7
1

2

5

4
5

6

8

1

4,{a}

6,{a} 

8,{a} 

ca

b

d f

g

e
4

8

6

7
1

2

5

4
5

6

8

1

ca

b

d f

g

e
4

8

6

7
1

2

5

4
5

6

8

1

 44-4شكل
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 :3مرحله 

مسيرهايي كه ، Pبا توجه به رئوسِ 
شروع شده و از رئوس   رأساز 

: گذرند عبارتند ازمي مجموعه 
ac=6 ،ad=8  وabc=5 است .

 abc=5مربوط به  مسيرين كوچكتر
-انتخاب مي رأسبنابراين اين . است

 .شود
P= a,b,c  
T={d,e,f,g} 

 :4مرحله 
با ديگر رئوسِ  Pرئوس  مسير

 {d,e,f,g}يعني  Tمجموعة 
همانطور كه در . شودمحاسبه مي

شكل مقابل مشخص است، 
 dرأسمربوط به  مسيركوچكترين 

 .است 5است و فاصله آن 

P= a,b,c,d  
T={e,f,g} 

 :5مرحله 
همانطور كه در شكل مقابل نشان 

 fرأساست، انتخاب بعدي داده 
 .است

P= a,b,c,d,f  
T={e,g} 

4,{a} 

5,{a,b} 

Min(8,{a}) 

(5,{a,b,c}) 

ca

b

d f

g

e
4

8

6

7
1

2

5

4
5

6

8

1

Min(11,{a,b}) 

(10,{a,b,c})

9,{a,b,c} 

4,{a} 

5,{a,b} 

5,{a,b,c} 

ca

b

d f

g

e
4

8

6

7
1

2

5

4
5

6

8

1

(10,{a,b,c}) 

Min(9,{a,b,c}) 

(10,{a,b,c,d})

11,{a,b} 4,{a} 

Min (6,{a}) 

        (5,{a,b}) 

Min(8,{a}) 

(∞,{a,b}) 

ca

b

d f

g

e
4

8

6

7
1

2

5

4
5

6

8

1 1 
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 :6مرحله 
انتخاب بعدي با توجه به مقادير 

 eرأسنشان داده شده در شكل، 
 .است

P= a,b,c,d,f,e  
T={g} 

 

 :7مرحله 
خواهد  g رأسآخرين انتخاب نيز 

 .بود
P= a,b,c,d,f,e,g  
T={} 

 
 

 1گردمسأله فروشنده دوره •
-بهينه تعريف ميدست آوردن دورهميلتوني نيمهگرد با هدف بهمسأله فروشنده دوره

 . شود
در اين گراف . باشد رأس nبا  داروزن يك گراف كاملِ (V,E,W)=فرض كنيد 

يا هزينه لازم براي مسافت  W(i,j)ها مسير بين شهرها و رئوس به منزلة شهرها، يال
 .را به هم وصل كرده است  jو  iي است كه دو شهر عبور از مسير

                                                                                                                   
1 Travel Seles Man 

(17,{a,b,c,f}) 

 

4,{a} 

5,{a,b} 

5,{a,b,c} 

ca

b

d f

g

e
4

8

6

7
1

2

5

4
5

6

8

1

Min(10,{a,b,c,e}) 

(10,{a,b,c,f})

9,{a,b,c} 

16,{a,b,c,f,e} 

4,{a} 

5,{a,b} 

5,{a,b,c} 

ca

b

d f

g

e
4

8

6

7
1

2

5

4
5

6

6

1

10,{a,b,c,f} 

9,{a,b,c} 
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اي در نظر دارد براي فروش كالاي خود طوري حركت نمايد كه از هر فروشنده
-طوريكه مسافتشهر يكبار و فقط يكبار عبور كند و سرانجام به شهر خود بازگردد، به

 .حداقل باشد) سيرهاهزينه صرف شده براي طي م(طي شده هاي

با ، برابر رأس nهميلتوني در يك گراف كامل با  هايدور تعداد از آنجا كه
(n-1)!

2 
-هاي بزرگ، امكانnخصوص براي نابراين پيدا نمودن دور هميلتوني بهينه، بهاست، ب

از اين رو از الگوريتم قاعدة نزديكترين همسايه براي پيدا نمودن دور . پذير نيست
 .شودبهينه استفاده مينيمه ي هميلتون

 
 

 قاعدة نزديكترين همسايه  •
     به ترتيب زيرعمل  ،يك گراف در Hبهينه دست آوردن دورهميلتوني نيمهبراي به

 :شودمي
1 .H= و ها را مجموع يالP={}،  مجموعه رئوس انتخاب شده براي دور

 .شودهميلتوني نيمه بهينه در نظر گرفته  مي
xكنيد فرض. 2 V در  رأسعنوان اولين به رأساين . باشددلخواه ي رأسH  در نظر

 .دهيمقرارمي a=xرا برابر  متغير  ، همچنين مقدارP={x}بنابراين . شودگرفته مي

 :شودمراحل زير انجام مي  ١-j=nتا  ١=iبراي . 3
yاگر . 1.3 V   و y P ي باشد كه رأسW(x,y)  مينيمم باشد، بنابراين

H=H {xy}  وP=P {y}. 
2.3 .x y  كندو الگوريتم ادامه پيدا مي بازگشته 1.3و به ابتداي مرحلة. 

H=Hدر آخرين مرحله. 4 {xa} ){xa}  انتخابي و  رأسيالي است كه اولين
 ).كندرا به هم وصل ميانتخابي  رأسآخرين 
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 34-4مثال: 
 زيربهينه را براي گراف هنزديكترين همسايه، دور هميلتوني نيمبا استفاده از قاعدة 

 .بيابيد
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :حل
 : به صورت زير استراحل دور هميلتوني م ،، حال در ادامهP={a}در ابتدا 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 45-4شكل 

a

b c

d e

G1:

14 12

13 8

9

5 6

11

157 

)3( 
P={a,d,c,e}
H={(ad),(dc),(ce)}

ه مسيرهزين=21

a

c

d e

8 
6 

7
c

7 

)2( 
P={a,d,c}
H={(ad),(dc)}

هزينه مسير=13

a

d

6

)1( 
P={a,d}
H={(ad)}

هزينه مسير= 7

a

d

7 
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 35-4مثال: 
هر كامپيوتر وظيفة منحصربفرد خود را (كامپيوتر متفاوت است  nدر يك فرآيند نياز به 

د از طريق همة اين كامپيوترها، نه به ترتيب خاص، به انجام كاري باي). دهدانجام مي
 . برسد

آنگاه هر مسيرهميلتوني . از گراف را نشان دهد رأسفرض كنيد هر كامپيوتر يك 
به  i زمان لازم براي رفتن كار از كامپيوتر Cijاگر . در اين گراف يك برنامة زماني است

j هاي يافتن مسيري كه كمترين مجموع هزينه ،سازي عبارت است ازبهينه ةباشد، مسأل
Cij را داشته باشد. 

 
 

 گراف مسطح -4-8
هاي اي رسم كرد كه يالرا به گونههرگاه بتوان آن ،را مسطح گوييم G ةگراف چندگان

هايي نمونههاي شكل زيرگراف. همديگر را قطع نكنند) رئوس ابتدا و انتها دربه جز (آن
 :باشنديممسطح  هاياز گراف

 

)4(  
P={a,d,c,e,b}
H={(ad),(dc),(ce),(eb)}

هزينه مسير= 26

b

5

a

c

d e

8 
6 

7 14b

5

)5(  
P={a,d,c,e,b}
H={(ad),(dc),(ce),(eb),(ba)}

هزينه مسير=40

a

c

d e

8
6

7



  

 )نامتناهي

را ا    ب

           R٨خارجي

 

متناهي يا ن(ت

 . گويند
فحي گرا

ناحيه خا يك

ه چند قسمت
 . گويندف

رجة آن ناحيه
نوا درجات 

 R٧,R٦,Rي و٥

R

R

صفحه را به ،
گرافيه يا وجه

در ،هرناحيه را
دو مجموع 

 .دهند

٥,R٤,R٣,R٢,R١

 .دارد

46-4شكل

R1

R4

R5 R6

 47-4شكل

،مسطح ياهف
سمت يك ناحي

مرزي هاييال
deg(Ri) با

de مينش دان 

١ناحية داخلي

ناحيه د 8 ،راف

R2

R3

R7

 چهارم ل

 

گراف :)وجه( 
كنند، به هر قس

تعداد ي: ناحيه 
هر ناحيه را

eg R = ∑n
i=١

 4-36: 
7داراي  ،ر

گر بنابراين اين

R8
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ناحيه

تقسيم مي
 
درجة

درجة هر 
deg Ri

 
مثال
زير گراف
بن .باشدمي
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 37-4مثال: 
 و اندارة مجموع درجات نواحي ،حيه درجة هر نا. را درنظر بگيريد G2و G1دو گراف 

 .هرگراف را بيابيد
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 :حل
 

deg(R 3)=3deg(R 2)=3deg(R 1)=5 :G1

deg Ri =

٤

i=١

١٨ |E|=9deg(R 4)=7  

deg(R 7)=5deg(R 6)=3deg(R 5)=4 G2:
٨

٥

١٨ |E|=9deg(R 8)=6 

 
نكته: 
 .شونددرجه محسوب مي2اف مسطح، هاي معلق در گريال .1

 :، يعنيهاي آن استبرابر تعداد يال2مجموع درجات نواحي يك گراف مسطح،  .2

deg Ri =

n

i=١

٢ |E| 

 48-4شكل

G2 

a b

c

d e

f 
g

R5

R6

R8 

R7
R1 

R2 

R3 

R4

G1 
a b

c

d e

f

g
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 اگر ): فرمول اويلر(11-4قضيهG ومسطح  و همبندساده،  گراف|R|  تعداد نواحي
 . R|-|E|+|V|=2|: ،آنگاه باشد آن
 
 همبند و مسطح با در گراف ساده: 12-4قضيه ،|V|≥3،آنگاه: 
 .E|≤3 |V|-6| )الف
 . |R|≤2 |E| 3)ب

 :، آنگاه)است 3طول گراف فاقد دور به(باشد 4طولشان ،هاحداقل دور در گراف اگر)ج
|E|≤٢ |V|-٤. 

 

 38-4مثال: 
 :باشد، نشان دهيد 5طول ، بهدر گراف حداقل دورمسطح و Gكنيد گراف فرض

|E|≤ (5|V|-2)/3 . 
 

 :حل
است،  5ترين دور حداقل ناحيه داشته باشد، چون طول كوتاه |R|كنيد گراف، فرض

 :كنيمتعريف مي. يال دارد 5بنابراين هر ناحيه حداقل 
 ,        ,  

 
ول ، با جايگذاري فرمE|≤|5|R|2پس، |S|≥ 5|R|ي  ، يعنعضو دارد R|5|حداقل Sبنابراين 

 . E|≤ (5|V|-2)/3|: اويلر خواهيم داشت
 

 39-4مثال: 
 .اعمال كنيد G2 و G1هاي اويلر را براي گراف فرمولِ
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 :حل
 R|-|E|+|V|=2|، بنابراين   G1:|V|= 7    ,  |E|=7    , |R|=2گراف

 R|-|E|+|V|=2|، بنابراين  G2:|V|= 7    ,  |E|=9    , |R|=4 گراف

 
نكته: 
K٤هاي فگرا و  K٣ ،K٢ ، Kباشندمسطح مي ١. 

 
 40-4مثال: 

 :نشان دهيد
Qگراف )الف  .استمسطح 3
Kهايگراف )ب 3 , 3 ,K نمي5 اشندمسطح   .ب
 :حل
درشكلهمان)الف مي طوركه  مشاهده  Q گراف ،كنيدزير  -ميرا طوري 3

بكه يال نمودرسمتوان  را  همديگر  نكنندهها  قطع  رئوس  در   . جز 
 
 
 
 
 
 

 49-4شكل

G1 G2 

 50-4شكل
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 K3,3  ،9از طرفي گراف .ارز استدانيم هر قضيه شرطي با عكس نقيض خود هممي )ب
فوق  ف، پس گرا 6-6×2 ≤9: داريم E|≥ 3|V|-6|رأس دارد، و با اعمال رابطة  6يال و 

 .باشدمسطح نمي
با توجه به شكلِ زير نيز . آيددست مينيز همين نتيجه بهK5 طور مشابه براي گرافبه

 .ضح استوانتيجه 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 وقوع ماتريس مجاورت و ماتريس -4-9

به اينكه اين با توجه  ؛استفاده از ماتريس است ،گراف هاي نمايشِيكي از روش
دو باشند،  يكديگر نمايانگر ارتباط رئوس با هم يا ارتباط يال و رئوس با ،هاماتريس

 .شودمعرفي مي نوع ماتريس مجاورت و ماتريس وقوع
 
4-9-1- گراف ماتريس مجاورت 
ساده ماتريس مجاورت سادة كنيدفرض :گراف گرافG=(V,E)، دارايn  رأس
 :كه در آن دهندنمايش مي ,را با  Gگراف مجاورتماتريس .باشد

ij=
1,  E
0,  E 

, و V. 
 

 51-4كل ش
K٥ 

K٣,٣ 
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نكته: 
 :باشندهاي زير ميداراي خصوصيات و ويژگي ،هاي سادهمجاورت گراف ماتريس .1

 .است 1و  0 گراف مجاورت هاي ماتريسِدرايه •

 .است 0هاي قطر اصلي درايه •

 .متقارن است ،ماتريس مجاورت •

هاي هر سطر يا ستون برابر است با درجة رأس نظير آن سطر مجموع درايه •
 .يا ستون

 2 يعني ،س برابر است با مجموع درجات گرافهاي ماتريمجموع همة درايه •
 .)|E|2(هاي گرافبرابر تعداد يال

 .دهدنشان مي، درجة رئوس گراف را  A2ماتريسدراية قطر اصلي در •

 .است vj رأس به vi رأس از nطول ها بهتعداد گشت ،A nدرماتريس aijدراية  •

 
جهتدار همانند  ردار و غيهاي غيره ساده، اعم از جهتمجاورت گراف ماتريسِ .2

الزاماً داراي خصوصيات گفته  ،وليشوندماتريس مجاورت گراف ساده تعريف مي
 :؛ از جملهباشندقبل نمي بندشده در 

هاي ماتريس هاي چندگانه، طوقه و غيره در گراف، درايهبه دليل وجود يال •
 .باشندنمي 1و0مجاورت الزاماً 

 .شدباالزاماً متقارن نمي ،ماتريس مجاورت •

دار برابر است با هاي هرسطر در ماتريس مجاورت گراف جهتجمع درايه •
 .درجة خروجي رأس متناظر آن در گراف

دار برابر است با مجاورت گراف جهت هاي هرستون در ماتريسِجمع درايه •
 .درجة ورودي رأس متناظر آن در گراف

 
 41-4مثال: 
 .ت آوريددسهاي زير را بهگراف ماتريس مجاورت) الف
 .دست آوريدبهها را براي گراف 2 طولِِها بهگشت) ب
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 :حل
دهيم، نشان مي A3و  A1 ،A2هاي فوق را به ترتيب با  ماتريس مجاورت گراف )الف

 :بنابراين داريم

A١=

٠ ١ ٠ ١ ٠
١ ٠ ١ ٠ ١
٠ ١ ٠ ١ ١
١ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ١ ٠ ٠

   A٢=

٠ ٠ ١ ١
٢ ١ ٠ ١
١ ١ ١ ١

٠ ١ ٠ ٠

 

A٣=

٢ ١ ٠ ٢

١ ٠ ١ ٠

٠ ١ ٤ ٠

٢ ٠ ٠ ٠

 

 
 )ب

12=

2 0 2 0 1
0 3 1 2 1
2 1 3 0 1
0 2 0 2 1
1 1 1 1 2

=22           و          

0 1 0 0
0 0 1 1
1 1 0 1
1 0 0 0

 

A٣
٢=

٧ ٢ ١ ٤
٢ ٢ ٤ ٢
١ ٤ ١٧ ٠
٤ ٢ ٠ ٤

 

 

 52-4شكل

)2( )3(

a b

c

d

a
b

cd

)1( 

a b

c

d e
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 فوقوعِ گراماتريس  -4-9-2
كنيدفرض :ماتريس وقوعِ گراف گرافG=(V,E)، دارايn رأس وm قرار  يال باشد

=Mرا با  Gوقوعِماتريس .{m,..,١,٢=ej :j}=Eدهيد  mi,j n×m كه در  دهندنمايش مي
 :آن

mij=
يا         1       
0                   ورتدر غير اينص          

 

 
نكته: 

 :دباشهاي زير ميداراي خصوصيات و ويژگي گراف وقوعِماتريس  .1

است؛ زيرا هر ستون معرف يك يال بوده و هر يال  2مجموع اعداد در هر ستون  •
 .تنها دو سر دارد

هر سطر بيانگر مجموع اعداد در هر سطر برابر با درجة آن رأس است؛ زيرا  •
 .يكي از دو سر آن است متناظر رأس كه تعداد يالي است

 0عناصر ماتريس وقوع  در گراف، و يا يال موازي در صورت عدم داشتن طوقه •
 .است 1يا 

، آنمجاورت  است در صورتيكه ماتريسِ 0ماتريس وقوع از مرتبة  ،در گراف تهي .2
 .است n×nمرتبة ماتريس از ماتريس صفر

 
 42-4مثال: 

 .ا بيابيدماتريس وقوعِ گراف زير ر

 
 
 
 
 

 53-4شكل  

a b

cd
e3 

e2 

e4 

e5 

e1 
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 :حل

E={eو  V={a,b,c,d}در گراف فوق  1  ,e 2 ,e 3 ,e 4 ,e يك  ،ماتريس وقوع .باشدمي{5
هاي هاي آن بيانگر يالرئوس گراف و ستون كه سطرهاي آن معرف است 4×5ماتريس 

 :گراف است؛ بنابراين داريم

 

=

٢ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ١ ١
٠ ٠ ٠ ١ ١

 

 
 
 ) جورسازي(قتطاب ةنظري -4-10

 .شودمفهوم تطابق با مثال زير بيان مي
 
 43-4مثال: 

، براي تدريس دروس  (١,٢,٣,٤=i) Ciدبير  4خواهد اي ميفرض كنيد مدرسه
A,B,C,D,E هاي تدريس هر دبير و دروس مربوطه را جدول زير مهارت. انتخاب كند

 . دهدنشان مي
 
 
 
 
 

مهارت  مورد نظر آن دبير در دروس يكهطورههدف تعيين دروس براي هر دبير است ب
توان با يك اين مسأله را مي.داشته باشد و هيچ دو دبيري درس مشترك نداشته باشند

 .گراف دو بخشي نشان داد
 
 

دبيرمهارت
A,BC١
A,DC٢

B,C,EC٣
B,C,DC٤
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 :زير باشدشكل ت صورتواند بهمي هاانتخاببه عنوان نمونه، يكي از 
 
 
 
 
 
 
 
 
گراف دو بخشي:تطابقG=(V,E)طوريكه هرا درنظر بگيريد، بV=V١ V٢. 

طوريكه هيچ دو يالي رئوس است، به E اي از، يافتن زيرمجموعهGيك تطابق در
 . مشترك نداشته باشند

 
يك تطابق كامل از :تطابق كاملVبه ١Vد در تطابقي است كه همه رئوس موجو، ٢
Vرا شامل باشد ١. 

 
 44-4مثال: 

 تطابق كامل وجود دارد؟ ،آيا در گراف دوبخشي زير
 
 

C1 C2 C3 C4

A B C D E

54-4شكل

C1 C2 C3 C4

A B C D E

 55-4شكل
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 :حل
فقط  Bd,Dd,Edانتخاب و از بين   Aaباشد بنابراين مي a,B,D,E  ،1چون درجة رئوس 

با اين انتخاب، . شودانتخاب مي bCدر ادامه  ،  Bdعنوان نمونهبه؛شودميانتخاب  يكي
 .بنابراين تطابق كامل وجود ندارد. هاي ديگر قابل انتخاب نيستنديال

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 رنگ آميزي گراف -4-11
 
نسبت دادن رنگ به رئوس گراف گراف آميزيمنظوراز رنگ :ميزي گرافآرنگ ،

 .همرنگ نباشند ،مجاوري رأسِدو چطوريكه هيبه ،است
 
ِگراف عدد رنگي  گراف، آميزيگرنحداقل تعداد رنگ لازم براي :گراف عدد رنگي

χيا  λMINبا نامند و G دهندنشان مي. 
 

a b c d 

A B C D E

 56-4شكل

 57-4شكل

a b c d 

A B C D E
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 1پاول -الگوريتم ولچ4-11-1
به شرح زير مورد پاول  -ولچمعروف براي يافتن عدد رنگي يك گراف، الگوريتم 

 .گيرداستفاده قرار مي
 .شودميدرجات رئوس گراف به صورت نزولي مرتب  .1

. شودكه با آن مجاور نيستند، نسبت داده مي به اولين رأس و رئوسي 1رنگ  .2
اگر رئوس غيرمجاور، خود مجاور يكديگر باشند، يكي از  ،در نظر داشته باشيد

 .شودآنها انتخاب مي

با رأس رنگ نشده بعدي تكرار  2مرحلة تا زماني كه همه رئوس رنگ شوند،  .3
 .شودمي

 
 45-4مثال: 

 .رنگي گراف زير را بيابيدپاول عدد  -با استفاده از الگوريتم ولچ
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 :حل

 e,c,g,a,b,d,f,h: شوندرئوس به ترتيب نزولي مرتب مي

                                                                                                                   
1 Welch - Pavl 

 58-4شكل

a

d

c

b

fe

h
g
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به اين دو رأس . شوندانتخاب مي aو رأسي كه به آن وصل نيست، يعني  eرأس •
 .شودنسبت داده مي 1عدد رنگي

به اين رأس و رئوسي كه به آن وصل . است c) از جهت بزرگي درجه(رأس بعدي  •
 .شودنسبت داده مي 2عدد رنگي  d,hيستند، يعنين

به اين رأس و رئوسي كه . است gرأس بعدي انتخاب نشده در ترتيب نزولي، رأس  •
 .شودنسبت داده مي 3عدد رنگي  b,fبه آن وصل نيستند، يعني 

χبنابراين عدد رنگيِ گراف  G  .باشدمي  ٣=
 
 

نكته: 
وري رنگ آميزي كرد كه هيچ دو رأس اگر بتوان رئوس گراف را با دو رنگ، ط .1

 .همرنگ نباشند، گراف دو بخشي است ،مجاور

χ زوج باشد، nاگر ، Cnآميزي يكبراي رنگ .2 صورت اين درغير؛   ٢
٣  
صورت درغير اين ؛ ٤ زوج باشد، n اگر ،Wnبراي رنگ آميزي يك  .3
٣. 

4. χ Kn = n-١. 
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 چند نمونه مسأله حل شده
را  رأس nيال و lهاي با موجود باشد، تعداد گراف {vn,…,v٢,v١}=Vفرض كنيد . 1

 .بيابيد

 :حل
 ٢يال از  lبنابراين انتخاب  ٢: برابر است با رأس nهاي قابل رسم با تعداد كل يال

.يال برابر است با  
n
٢
l

 
 

 
 : {v٧,…,v١,v٠}=Vكنيد فرض. 2

 توان ساخت؟با اين رئوس چند گراف مي. الف
 توان رسم نمود؟مييال  3با چندگراف با اين رئوس . ب
 توان رسم نمود؟باشد، مي v١v٢يال كه شامل يال  4چند گراف با . ج
 ساخت؟ توان نباشد، مي v٢v٣يال كه شامل يال  4چند گراف با . د
 v٢v٣باشد، ولي شامل  v١v٢توان رسم نمود كه شامل يال يال مي 4چند گراف با . ه

 ؟نباشد
 باشد، ولي شامل v١v٢توان رسم نمود كه شامل يال يال مي 4چند گراف با .و

 ؟نباشد v٣رأس
 :حل

٢. الف
٧
٢ =٢٢١ 

.ب
٧
٢
٣

٢١
٣

 
يال ديگر  3پس بايد به دنبال انتخاب . موجود است v١v٢مذكور، يال  يال 4از  .ج
=٢٠هاي باقيماندهاز مجموعة كل يال. بود ٧

٢ ٢٠پس ، ١-
٣. 

=٢١هاي موجود تعداد كل يال .د ٧
نباشد،  v٢v٣بنابراين چون قرار است يال  ؛است٢

٢٠د انتخاب كنيم يال موجو 20يال از  4و بايد يال داريم  20
٤. 
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باشد، بنابراين v١v٢چون قرار است يال است؛ 21 قابل انتخاب برابر يهاكل يال. ه
هاي انتخابي نبايد در يال v٢v٣يال از طرفي . يال انتخاب شود 20يگر از يال د 3بايد 

اب شود، در انتخيال ديگر  20-1=19يال ديگر بايد از بين   3قرار گيرد؛ در نتيجه 
١٩: نتيجه

٣ 
7-1=6در گراف انتخابي نيست، بنابراين تعداد رئوس گراف برابر  v3چون رأس.و

=١٥رأس برابر 6 هاي انتخابي بابنابراين تعداد كل يال. باشدمي ٦
 .است ٢

1قرار است يال چون يال انتخاب  15-1=14 بين يال ديگر بايد از 3، بنابراينباشد 2
١٤يعني، شوند

٣. 
 

 
نفر دوست  3نفر حضور دارند، هر شخص با  7آيا امكان دارد در يك مهماني كه . 3

 باشد؟ 
 :حل
 3هر رأس داراي درجة  ورأس تشكيل شود  7اين به اين معني است كه گرافي با . خير
تعداد رئوس با درجة فرد زوج نشده بنابراين درجة تمامي رئوس فرد است و . باشد

 .باشداين ساختار گراف نمي 2-4بنا به قضيه . ستا
 
 

 موجود است؟ 4 3 3 1آيا گرافي با درجه رئوس . 4
 :حل

 :ها داريمهمچنين در گراف .است، و زوج نيست 3تعداد رئوس با درجة فرد برابر خير، 
∆≤|V|-4در حالي كه در اينجا   ١ ٣. 

 
 
 رأس nو  2درجه  رأس 6و  3 درجه رأس 2، 5درجه  رأساگر گرافي شامل يك . 5

 .را بيابيد nباشد، مقدار V|=|E|-1|باشد و 1درجه 
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 :حل
 : تعداد رئوس

|V|=1+2+6+n=9+n  (1) 
 

deg ui

|v|

i=١

=٢|E| ٢×٦+٣×٢+٥×١+n×٢=١|E|  

٢٣+n=٢|E|                  (2) 

|V|=|E|-1  |E|=|V|+1   (3) 

 
 ٣=n: داريم) 3(تا  )1(از روابط 

 
 

 .را بيابيد nيال بيشتر داشته باشد،  13،  ٢-knاز  knاگر . 6

 :حل
Kn:       | ١|=

n(n-١)

٢
 

Kn-٢:    |E٢|=
(n-٢)(n-٣)

٢
 

            |E١|=|E١٣+|٢ 
 .خواهيم رسيد n=8به ،با محاسبه فرمول

 
 

=|E|منتظم رابطه -rنشان دهيد در گراف . 7
r|V|

٢
 .ار استبرقر 

 :حل

٢|E|= deg ui = r=r|V|        |E|=
r|V|

٢

|V|

i=١

|V|

i=١

 

 
 
 

 وجود دارد؟ 5,4,5,2,2,1,0,0با درجات رئوس  رأس nآيا گرافي با . 8
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 :حل
 .نيستخير، زيرا تعداد رئوس فرد، زوج 

 
 
 .ا رسم نماييدو آن ر را بيابيد|E|و  |V|آنگاه  ،E|=3|V|-6|و منتظم  -G ،4اگر گراف . 9

 :حل
 :و فرض مسأله داريم 7بنابه تمرين 

|E|=
r|V|

٢
= 
٤|V|

٢
=٢|V| 

|E|=3|V|-6   |V|=6,  |E|=12 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 توان رسم نمود؟دار ميجهت حداكثر چندگراف رأس nبا نشان دهيد . 10
 :حل

يعني  V×Vت با اندازة فضايسا ردار برابهاي قابل رسم در گراف جهتتعداد يال
|V×V|=n2  ،٢قابل رسم  هايبنابراين تعداد گرافnاست ٢. 

 
 

 

4 4

4 4

4 4

59-4شكل
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 .را بيابيد G، هشتاد يال دارد، مرتبة )مكمل آن(Gچهل يال و  Gگراف . 11

 :حل
مكمل بيان شد، داريم همانطور كه در گراف: 

degG ui + degG (ui) =|V|(|V|-١) 


١

٢
degG ui + degG (ui) =

|V|(|V|-١)

٢
 

 :از طرفي
|E١|=

١

٢
degG ui  |E٢|=

١

٢
deg ui  

| :در نتيجه ١| | ٢|  ١
٢

degG ui + deg (ui) =
|V|(|V|-١)

٢
 

 40+80=
|V|(|V|-١)

٢
 

 |V|(|V|-1)=240=16×15       |V|=16  

 
 

خود مكمل است اگر  Gاست، نشان دهيد كه  رأس nيك دور با  Gفرض كنيد كه . 12
 .n=5و تنها اگر 

 :حل
از طرفي . باشدمي 2آن  رأس، بنابراين درجة هر (Cn) است رأس nيك دور با  Gچون  G G در  رأس، پس درجة هرG   بنابراين اگر . است 2نيز|Eو|١|Eيب تعداد به ترت |٢
 (١-n)n=|E٢|+|E١|:باشند، داريم Gو  Gها در يال

 Knدر رأساز طرفي درجة هر . 4=2+2برابر است با  Knدر  رأسبنابراين درجة هر 
 :بنابراين ١-nت با سا ربراب

n-1=4  n=5 
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 :در مورد گراف زير. 13

 
 
 
 
 
 
 
 

 .اويلري ارائه دهيد مداريك ) الف
 .باقيمانده را بيابيد اويلري براي گراف گذراين گراف، از  deبا حذف يال ) ب
 :حل
مدار اويلري فوق برابر . درجة تمام رئوس زوج است ،بنابراين مدار اويلري دارد) الف

 :است با
a,b,c,g,b,f,j,g,k,j,i,f,e,i,h,d,e,b,d,a 

 )ب
d,b,a,d,h,i,e,f,i,j,f,b,c,g,k,j,g,b 

 
 

 
 مدار اويلري دارد؟ n، Knچه مقاديري از  ازايبه . 14
 :حل

 :يعني گرافي مدار اويلري دارد كه تمامي رئوس آن از درجة زوج باشد،

n-٢=١k  n=٢k+و    ١  n≥٣ 
 .هاي كامل با مرتبة فرد مدار اويلري دارندگراف بنابراين 

 

 
 دارد؟نولي مدار اويلري  ،اويلري دارد گذر n ،Knچه مقاديري از ازايبه . 15

 

a b c

h i j

d
e

f

G:

k

g
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 :حل
يك گراف از طرفي .و مدار اويلري ندارد اويلري وجود دارد گذروضوح به ٢=nبراي 

درجة ، Knدر همچنين  ،آن درجة فرد باشد رأس 2كه حداكثر  ،اويلري دارد گذرزماني 
و   n≥3براي بنابراين . رئوس يا تماماً فرد است يا اينكه درجة رئوس تماماً زوج است

n وجود دارداويلري و مدار اويلري  گذرهاي در گراففرد. 
 
 

نكته: 
هميلتوني ) دور(داراي مسيرنيز اويلري و ) مدار(رگذداراي  ١+k٢nهاي كامل گراف
 .هستند

 
 .را بيابيد ٦=|V|با  G=(V,E)هاي دوبخشي كامل و غيريكريختگراف. 16

 
 

 :حل
 
 
 
 
 

 
نكته: 

 .يكريخت است kn,mگراف  با km,n گراف

 
 

 :ك گراف همبند ارائه دهيد كهمثالي از ي. 17
 .داراي مدار اويلري و دور هميلتوني باشد) الف
 .فقط داراي مدار اويلري باشد) ب

K1,5 K2,4 K3,3 

 61-4شكل
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 .فقط داراي دور هميلتوني باشد) ج
 .داراي مدار اويلري و دور هميلتوني نباشد) د
 :حل

 
 
 
 
 

 
 

 هاي زير دور و مسير هميلتوني وجود دارد؟در كدام يك از گراف. 18
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 )د )ج )ب )الف
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i
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a

c

d
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 :حل
 .استe,a,b,h,g,k,i,c,d,j,f,eهميلتوني  داراي دور)الف(گراف 

 i,j,g,e,b,d,f,a,cنيست ولي داراي مسير هميلتوني داراي دور هميلتوني )ب(گراف 
 .است

 .است b,a,h,e,f,g,i,d,c,bداراي دور هميلتوني )ج(گراف 
 

 
 .يدگراف چندگانه قابل پيمايش را با مثالي تعريف كن.19
 :حل

را قابل پيمايش گويند هرگاه بتوان گراف را بدون قطع منحني و  Gگراف چندگانه 
يعني مسيري وجود داشته باشد كه شامل تمام  .بدون تكرار هيچ يالي از آن رسم كرد

گراف قابل : توان گفتعنوان نتيجه ميبه. ها بوده و  از هر يال فقط يكبار عبور كنديال
نشان داده ) ب(در شكل ) الف(، پيمايش گراف 50-4در شكل  .پيمايش همبند است

 .شده است
 
 

 
 

 
 
 
 

 
 

 .را تعريف كنيد Gهمبند  گراف يبرش رأس. 20
 :حل
 .ناهمبند شود G-vهرگاه  ،گويند يبرش رأس،را براي گراف vرأس

 

 )الف(          )ب(
 64-4شكل 
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 .تعريف كنيد Gگراف همبند را در پل .21
 :حل
 .ناهمبند باشد G-eاگر  ،است Gگرافبراي ، يك پل eيال

 
 

 آيا گراف زير اويلري است؟. 22
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :حل
 .باشد، بنابراين مدار اويلري نداردبنا به قضيه، درجة تمام رئوس آن زوج نمي

 .را دارد ijkagfedcbihgولي گذر اويلري  
 
 

توان در اين مسطح يك ساختمان اداري باشد، آيا مي ةنقش ،كنيد گراف زيرفرض.23
ها يا بيرون ساختمان شروع كنيم، از هريك از اتاقاگر طوريكه د، بهن گشتي زساختما

 ايم؟مطمئن باشيم كه دقيقاً هر راه را فقط يكبار طي كرده
 
 
 

 

a
b

c

d e

f

k

j

g

h
i
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 :حل
طوريكه در آن هر رأس متناظر يك به كنيم،گراف حاصل از اين نقشه را رسم مي

ها و هر يال متناظر با درب  بين اتاق) ستفضاي بيروني ساختمان ا Aس متناظرأر(اتاق
طوريكه از هر درب فقط ، بنابراين يك گشت در ساختمان، به)مطابق شكل زير(باشدمي

با توجه به  .باشديكبار عبوركند، متناظر با يافتن مدار اويلري در گراف حاصل مي
اويلري است و چنين گشتي در  گراف، چون درجة هر رأس زوج است ،گراف

 ABDADEACFEFCA: و عبارت است از پذير استختمان امكانسا

 
 

 
 
 
 
 

 
 

 
 

B C 

D E F 

A
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 هميلتوني است؟داراي مسير و دورآيا گراف زير . 24
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :حل
دنباله درجات رئوس گراف به ترتيب نزولي عبارت است و 6گراف تعداد رئوس

ر هميلتوني و هم گراف هم داراي مسي 9-4و قضيه  8-4بنابر قضيه . 3,4,4,4,4,4,5:از
 مسير هميلتونيِيك    gdaefbcيك دور هميلتوني و abcfgdea. دور هميلتوني است

 .گراف است
 
 

جدول زير اطلاعات مربوط به دانشجويان و دروس اخذ شدة آنها در ترم جاري . 25
طوريكه هاي پايان ترم را چگونه برگزار كند بهريزي امتحانواحد برنامه.باشدمي

ها در كمترين روز ممكن برگزار گردد و دانشجويان تداخل زمان امتحان نيز امتحان
 .نداشته باشند

 

OR EC SE C++ BP AM 

Ali AliAliSaeidSaeid Ali 
Saeid SaeidSaeidSaraSara Mohamad 
mina ZahraFathemehminaMona Maryam 

 monaRezaHossein Saeid 
 Hossein Fathemeh 

d

abc

e
f

g
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 :حل
طوريكه در آن به ،)شكل زير(كنيممربوط به جدول اطلاعات را رسم مي Gگراف 
ها نشان دهندة اين است كه حداقل يك باشند و يالهاي گراف همان دروس ميرأس

براي اين منظور كافي است عدد رنگي گراف . دانشجو آن دو درس را اخذ نموده است
 .ص نماييمرا مشخ

با رئوس   K4كنيم گراف داراي يك زير گراف كامل ميبا توجه شكل ملاحظه 
AM,BP,SE , EC  رأس يك رنگ مجزا نسبت داده، پس  4بنابراين به هر يك از اين

   AMتواند با يكي از دروس مي ++Cاز طرفي امتحان درس.باشدمي 4عدد رنگي  فعلاً
خواهد  برگزار BPنيز با درس  OR پس امتحان درس) SEفرض (برگزار شود SEيا 
χبنابراين . شد G =٤ . 

 
 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

 
 
 

OR 

C++ 

BP

SE

CE

AM
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 هاي فصلتمرين

 :نشان دهيد با توجه به شكل زير.1
 نيست؟ساده گراف Gچرا )الف
 دست آوريد؟را بهماتريس مجاورت و ماتريس وقوع آن) ب
 .را بيابيد 3طول ها بهگشت) ج
 
 

 
 
 

 
 
 .در شكل زير نشان داده شده است G=(V,E)گراف.2

 .هاي اين گراف را بدست آوريدها و يالرأستعداد )الف
هاي چندگانه يا حلقه دارد؟ در صورت مثبت بودن جواب، آنها را آيا اين گراف،يال)ب

 .نام ببريد

 
 

 
 
 
 
 زير، يك نمودار رسم كنيد كه در آن ةچندگان براي هريك از گرافهاي.3

V={P١ ,P٢ ,P٣ ,P٤ ,P٥ } 
 و

 E={P2P4, P2P3, P3P5, P5P4})الف
 E={P1P1, P2P3, P2P4, P1P4, P3P2, P5P4})ب

 

A B 

C D 

e1

e2 

e3 

e4 e5 e6 

e7 

C D

e2

e3 

e5 e4 e1 

A

e6 

B
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را  رأستنها باشد، درجه اين  رأس يك vكنيدفرض ،G)يا گراف چندگانه(در گراف. 4
 .بيابيد

 
degو  V={u,v,w} در يك گراف فرض كنيد. 5 v  .است ٤=

 .ا بيان كنيدآياچنين گرافي وجود دارد؟ اگر جواب منفي است، دليل آن ر)الف
 .اي وجود دارد؟ اگر جواب مثبت است، يك مثال بزنيدآيا چنين گراف چندگانه) ب

 
 .ها و مشخصات گراف زير را توضيح دهيدويژگي.6

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 :است و   V={A,B,C,D}را در نظر بگيريد كه در آن   Gگراف. 7

deg A = deg C = deg D =٢ , deg B =٣ 
 .ن گرافي وجود دارد؟ اگر جواب منفي است، دليل آن را بيابيدآيا چني)الف
 اي وجود دارد؟آيا  چنين گراف چندگانه) ب

 
 .n-1|4يا   n|4در صورتي خود مكمل است كه  رأس nبا G  گرافنشان دهيد. 9
 

رأس nهاي يك گراف دوبخشي با نشان دهيد تعداد يال. 10
2

 .حداكثر  است 4
 
 
 

 

P1 P2 

P3 P4 

P5 
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اگر . است (d+1) يا dيال كه درجة هررأس آن  mرأس و  nبا  Gكنيد گرافيفرض. 11
p  تعداد رئوس از درجةd وq تعداد رئوس از درجة (d+1) نشان دهيد.باشد: 

 q=(d+1)n-2 m)الف

 q|2يا  p|2)ب
 

-تعيين كنيد كه آيا هريك از دنباله يال.باشد Gفرض كنيد شكل زير نمايش گراف  .12

 دهند يا نه؟يك مسير مي هاي زير، تشكيل

 {AX,XB,CY,YX})الف

 {AX,XY,YZ,ZA})ب

 {XB,BY,YC})ج

 {AX,BY,XY})د

 
 .هستندهمبند غيرهاي شكل زير همبند وكداميك تعين كنيد كداميك از گراف .13

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

 )الف(

A B

C D

A B
C

X Y

 )ب(

 )ج(

A B

C D

 )د(

A B

X

C

Y

C

Y

A B 

X Z
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و ناهمبند است  ،كداميك از آنها همبند.زير را درنظر بگيريد ةهاي چندگانگراف.14
 .دارند حلقهيك كدام

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

-ناهمبند است؟ مولفهها، كدام يك از آن.زير را در نظر بگيريد ةهاي چندگانگراف. 15

 .را مشخص كنيدهاي آن

 
 
 
 
 
 
 

 )الف( )ب( )ج(

 )ب()الف(

 )ج(
 )د(
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كه در  ،است يا خير G زيرگراف H(V′,E′)تعيين كنيد آيا. را درنظر بگيريد Gگراف .16
 :آن

 E′={AB,AD}و  V′={A,B,C})الف

 { }=′Eو  V′={ B })ب
 E′={AB,BC,BD}و  V′={A,B,C})ج

 
 
 
 
 
 
 

 :توليدشده توسط Gاز گرافH(V′,E′) زيرگراف. را در نظر بگيريدسوال قبل گراف . 17
 V′={A,B,C})الف

 V′={A,C,D})ب
 V′={A,D})ج
 .دست آوريدهرا ب

 
 .منتظم با هشت رأس، رسم كنيد -3دو گراف . 18

 
و مسير قابل پيمايش آن نه از  قابل پيمايش است Gةكنيد گراف چندگانفرض. 19

 .زوج است رأسنشان دهيد .رسدبه پايان مي Pرأسدر نه شروع و   Pرأس
 

 .فرد، قابل پيمايش نيست رأسبا بيش از دو  Gة نشان دهيد گراف چندگان. 20
 

  V={A,B,C,D}كه درآن، هاي زير قابل پيمايش استيك از گرافكدام كنيدتعيين. 21
 :و

 E={AB,BC,CD,DA})الف

A B

C D
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 E={AB,AC,BC,BD,CD,DA})ب
 E={AB,CD,BA,CC,DC})ج
 

 .دست آوريدرا به G-Cو  G-A ،G-Bهايزيرگراف. را در نظر بگيريد Gگراف . 22
 
 
 
 

 
 

-هرا ب G-CDو  G-AB ،G-BC ،G-BDهايزيرگراف. را درنظر بگيريد Gگراف . 23
 .دست آوريد

 
 
 
 
 
 

 :بزنيد كهرأس مثال  5گرافي با . 24
 .رأس برشي يا پل نداشته باشد) الف
 .رأس برشي داشته باشد 2)ب
 .پل داشته باشد 3)ج
 

 و هبترم.برقرار است 2m+3n=90رابطة  ،يال  mرأس و  nمنتظم با  -3در گرافي . 25
 .گراف را بيابيد ةزادنا
 
 .ندهستقابل پيمايش  ريز رد نشان داده شدههاي تعيين كنيد كدام يك از گراف. 26 
 

A B

C D

C

E

A B

D F
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 .رسم كنيد كه هميلتوني باشد، اما اويلري نباشد رأسگرافي با شش . 27
 

 .رسم كنيد كه هميلتوني نباشد، اما اويلري باشد رأسگرافي با شش . 28
 

 ؟تواند هم منتظم و هم دوبخشي باشدهاي همبند، ميكدام يك از گراف. 29
 

30 .داروزن گرافG، رأسترين مسير بين دو كوتاه.در زير داده شده استA  وD هرا ب-
 .دست آوريد

 
 
 
 
 
 

نشان داده شده  ،انددر شكل زير، ده گراف كه بصورت حروف رسم شده. 31
 ؟يكريخت است Mكدام يك از اين ده گراف با .است

 
 
 
 
 
 

)ب(  )الف( )ج(

A

B

D E

C

6 12 

2 

10 6 
6 3 
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يكريخت ) به جز خودش(هايشتواند با يكي از زيرگرافآيا يك گراف متناهي مي. 32
 .باشد

 
 .هايش همديگر را قطع نكنندگراف زير را طوري رسم كنيد كه هيچ يك از يال. 33

 
 
 
 
 
 

و  K2,3 ،K1,4 ،K2,2صورت گرافههاي نشان داده شده در زير را بهر يك از گراف .34
K4 نشان دهيد. 

 
 
 
 
 

 .دست آوريدهرا ب Knطور كليهو ب K10و  K6هاي كاملعدد رنگي گراف. 35
 

 .پاول رنگ آميزي كنيد-با استفاده از الگوريتم ولچگراف زير را . 36

 
 
 

 
 
 

 
  :رأس 9 اب .37

v1 v2 

v3 
v4 

v5 

v6 v7 
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 توان ساخت؟چند گراف با اين رئوس مي) الف
 يال چندتاست؟ 5هاي با حداكثر تعداد گراف) ب
 يال چندتاست؟ 8هاي با حداقل تعداد گراف)ج
 چندتاست؟ ،باشد CDو  ABيال كه شامل يال 6 با هايتعداد گراف) د
 چند تاست؟نباشد،  Aرأس و شامل  باشد CDيال كه شامل يال 4با  هايتعداد گراف)ه
 

 12، )تعداد رئوسِ برابر(متناظر خود  نتظمم -7گراف از Gهاي گراف اگر تعداد يال. 38
 .را بيابيد و آن را رسم نماييد Gهاي يال كمتر داشته باشد، تعداد يال

 
گراف فوق را .است x,y,2,5,5,4صورتي بهرأس6 ةساد يك گراف گرافيكيدنباله . 39

 .نماييددر صورت وجود تحليل 

 
بقيه  ةو درج n-1آن رأسيك  ةرجطوريكه دنماييد، بهرسم رأس  nبا گرافي  .40

 .باشد 3آن رئوس 

 
دهيم، اندازه طول ) كاهش(افزايشواحد  Kيك گراف را هر يالِ اگر وزن  .41

 كند؟ن چه تغييري ميكوتاهترين مسير آ
 

 .را بيابيد  V|+|E|=8|هاي نايكريخت و همبند با شرط گراف) الف. 42
 .را بيابيدV|×|E|=20|هاي نايكريخت و همبند با شرط گراف) ب

 
برقرار است كه  δ≤(2m/n)≤Δنشان دهيد رابطه  ،را درنظر بگيريد G=(V,E)گراف . 43

 .|m=|E | , n=|Vدر آن 
 

 .باشندزير قابل رسم مي يهاي گرافيكنبالهكداميك از د. 44
 5,5,4,3,2,1)الف
 3,3,2,2,2,2)ب
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 6,5,4,3,2,1)ج

 
 .الزاماً همبند است آن مكمل نشان دهيد اگر گرافي همبند نباشد، .45

 
و  توان از بيرون موزه وارد شدآيا مي.اي مطابق شكل زير استساختمان موزه .46

 به خارج ساختمانمجدداً ر فقط يكبار عبور نمود وطوريكه از هر دبه گشتي در موزه زد
 بازگشت؟موزه 

 
 
 
 
 
 

 
 

توان آيا مي. هاي يك منطقه از شهر باشدكنيد گراف زير نقشة مسطح خيابانفرض .47
 بازگشت؟ Vها فقط يكبار عبور نمود و مجدداً به شروع كرد و از تمام خيابان Vاز نقطة 
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آنها .نشيننداي شكل مينفر شركت دارند كه دور يك ميز دايره 37در يك جلسه  .48
لذا هر نفر مجاور دونفر كه روزهاي قبل با هم .مايل هستند بيشتر باهم آشنا شويد

قبل از اينكه دو نفر ، شود براي چند روز بايد به اين طريق عمل.نشينداند، نمينشسته
 براي بار دوم مجاور هم نشسته باشند؟

 
 :نشان دهيدمفروض است  ,رأسو دو  Knف كامل گرا.49

 برابر است با به رأس از رأس تعداد مسيرها به طول )الف

n-٢
m-١

m-١ ! 

 :برابر است با به رأس تعداد كل مسيرها از رأس)ب
n-٢
m

m!

n-٢

m=٠

 

 :تعداد كل مسيرها برابر است با)ج

٢
٢

٢

٠

! 
 برابر است با0تعداد دورها به طول )د

n

m

(m-١)!

٢!
 

 
50.  گرافG داراي n  ،رأسm  يال وd نشان دهيد. مولفة همبند است : 

 m ≥ n-d 


