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فصل پنجم

درخت



اهداف:

انتظار میرود در پایان این فصل دانشجو بتواند:

· مفهوم و ویژگیهای درخت بهعنوان یک نوع گراف را فراگیرد.

· درخت mتایی و دودویی را بهخوبی فراگرفته باشد.

· نحوه پیمایش درخت را فرا گرفته باشد.

· درخت پوشا و نحوه بهدست آوردن آن را فراگرفته باشد.

· با درخت پوشای مینیمم، کاربرد آن و روش بهدست آوردن آن کاملاً آشنا شود.


























5-1- درخت[footnoteRef:2] [2:   Tree] 


 تعریف درخت: گرافِ غیرجهتدار و همبند T=(V,E) را درخت گویند هرگاه فاقد طوقه و دور باشد.

اگر T یک گراف با بیش از یک رأس(گره) باشد، آنگاه گزارههای زیر همارز هستند:

الف- T یک درخت است.

ب- هر زوج از رأسها، دقیقاً با یک مسیر ساده به هم متصل میشوند.

ج- T همبند است، بهطوریکه با حذف هر یال دلخواه از آن، گرافی ناهمبند حاصل شود.

د- T بدون دور است، بهطوریکه با اضافه نمودن یک یال جدید، یک دور در گراف ایجاد میشود.

ه- T بدون دور است و اگر تعداد رأسها n>1 باشد، تعداد یالها برابر n-1 خواهد بود.

 مثال 5-1: 

کدامیک از گرافهای زیر درخت هستند؟

 (
شکل 5-1
شکل 3-1
(الف)
(ج)
(ب)
(د)
)













حل:

در این شکل (الف) و (ج) درخت هستند، اما (ب) و (ج) درخت نیستند، زیرا دور دارند.



 جنگل[footnoteRef:3]: گرافِ غیرجهتدار که فاقد طوقه و دور است و از تعدادی مؤلفه تشکیل شده باشد را جنگل گویند. [3:   Forest] 


 مثال 5-2: 

در شکل زیر جنگلی با سه درخت نمایش داده شده است.



 (
شکل 5-2
)









5-2- درخت ریشهدار

گراف جهتدار  را یک درخت جهتدار گویند، هرگاه بدون در نظر گرفتن جهت یالها، درخت باشد.

 درخت ریشهدار: درخت جهتدار  را ریشهدار گویند، هرگاه رأس منحصربفردی وجود داشته باشد که درجة ورودی آن صفر باشد و سایر رئوس دارای درجة ورودی یک باشد.

 نکته: 

در این فصل منظور از درخت، همان درخت ریشهدار است. و نیز از آنجا که در درخت ریشهدار، جهت یالها را از بالا به پایین رسم خواهیم نمود، بنابراین دیگر نیازی به رسم جهت و پیکان برای یالها نیست.





 مثال 5-3: 

در شکل 5-3، درخت (الف) ریشهدار نیست، زیرا دارای دو رأس با درجه ورودی صفر هستند. درخت (ب) یک درخت ریشهدار است.

 (
شکل 5-3
شکل 3-1
(الف)
(ب)
)















5-2-1- مفاهیم اولیه در درخت ریشهدار

در این بخش به بیان تعاریف و مفاهیم اولیه پیرامون درخت ریشهدار پرداخته میشود. 

 گره خارجی(برگ): گرهای که درجة خروجی آن صفر باشد، گرهخارجی(برگ) نامیده میشود.

 گره داخلی: گرهای که درجة خروجی آن مخالف صفر باشد، گره داخلیِ درخت نامیده میشود.

 سطح گره: طول مسیر ریشه تا هرگره را سطح آن گره نامند. بنابراین ریشه دارای سطح 0 است. 

 نکته: 

در برخی منابع سطح ریشه را 1 در نظر میگیرند، در نتیجه سطوح بعدی از 2 به بعد شمارهگذاری میشوند.

 ارتفاع(عمق) درخت: بزرگترین شماره سطح گرههای یک درخت را ارتفاع(عمق) درخت نامند.

 گره پدر و فرزند: اگر مسیری به طول 1 از گره x به y وجود داشته باشد، گره x را پدر گره y و گره y را فرزند گره x نامند.



 مثال 5-4: 

 (
شکل 5-
4
شکل 3-1
A
B
C
D
E
F
G
H
K
M
N
L
)درخت شکل زیر را در نظر بگیرید:















· ریشه این درخت، گره A است.

· گرههای N,L,F,G,H,C,K,M برگهای درخت هستند.

· گرههای A,B,D,E گرههای داخلی هستند.

· گره A در سطح 0، گرههای B,C,D در سطح 1، گرههای E,F,G,H,K,M در سطح 2 و گرههای N,L در سطح 3 قرار دارند.

· ارتفاع درخت برابر با بزرگترین شماره سطح گرهها، یعنی 3 است.

· گره A پدر گرههای B,C,D و گرههای B,C,D فرزندان گره A هستند. همین رابطة پدر و فرزندی بین گرههای B از یک طرف و گرههای E,F,G,H از طرف دیگر وجود دارد.

· گره D نیز پدر گرههای K و M است و گرههای K و M فرزندان گره D هستند.

· گره E نیز پدر گرههای N و L است و گرههای N و L فرزندان گره E هستند.



 زیردرخت: در یک درخت، هر گره و فرزندان آن گره، زیردرخت نامیده میشود. 

 مثال 5-5:

در شکل 5-5 زیردرختها کدامند؟

حل:

خود درخت میتواند به عنوان یک زیردرخت با عمق 3 در نظر گرفته شود. 

زیردرخت با عمق 2 برابر است با (در این زیردرخت ریشه گره B است):

 (
شکل 5-
5
شکل 3-1
B
E
F
G
H
N
L
)











 زیردرخت با عمق 1 برابر است با (با ریشه D):

 (
D
K
M
)









و تمامی برگهای درخت به تنهایی، زیردرختهایی به عمق 0 میباشند که ریشة این زیردرختها خود برگها میباشند.



5-3- کاربرد درخت در مدل سازی

5-3-1- سازماندهی فایلهایِ سیستمهای کامپیوتری

فایلها در فضای حافظه میتوانند با استفاده از فهرستها[footnoteRef:4] دستهبندی شوند. یک فهرست میتواند شامل فایل و یا زیرفهرستهای دیگری باشد. بنابراین سیستم فایل در کامپیوتر میتواند از درخت ریشهدار برای سازماندهی فایلها استفاده نماید. در این درخت ریشه فهرست اصلی و مابقی رئوس زیرفهرستها را نشان میدهند. برگهای این درخت فایلها را نشان میدهد. با توجه به شکل 5-6، فایل f1 در فهرست vi قرار دارد. و فهرست vi در فهرست spool قرار گرفته است. به همین ترتیب فهرست spool بهعنوان یک زیرفهرست در فهرست user قرار گرفته است. [4:   Directory] 


 (
/
user
bin
tmp
bin
rje
spool
ed
nnn
vi
ed
vi
printer
f1
mail
ls
who
junk
شکل 5-
6
)

















5-3-2- بازنمایی تشکیلات سازمانی

 (
شکل 5-
7
رئیس شرکت
مسئول بخش نرم
افزار
مسئول بخش سخت
افزار
مسئول بخش شبکه
مسئول امور مالی
حسابدار
کارپرداز
طراح شبکه
نصب و راه اندازی شبکه
تعمیر سخت
افزار
راه
انداز سیستم
برنامه نویس
برنامه نویس وب
)یک از کاربردهای درخت مدلسازی تشکیلات سازمانی با استفاده از یک درخت ریشهدار است. در این روش هر رأسِ نمودار، یک موقعیتِ شغلی را نشان میدهد و  ارتباط هر رئیس و زیرمجموعه او در قالب ارتباط پدر و فرزند ترسیم میشود. نمونهای از نمودار تشکیلات سازمانی یک شرکت کامپیوتری در شکل 5-7 نشان داده شده است.















5-3-3- آنتولوژی[footnoteRef:5]  [5:   Ontology] 


یکی دیگر از استفادههای درخت، نمایشِ آنتولوژی است. 

در معنی عام کلمه، آنتولوژی به شاخه‌ای از علم فلسفه اتلاق می‌گردد که به دنبال پاسخ به سؤالاتی از قبیل «هستی چیست؟» و «چه ویژگی‌های مشترکی در بین تمام موجودات وجود دارد؟» می‌باشد. در سال 1980، مجمع هوش مصنوعی از لغت آنتولوژی برای دو منظور "نظریه‌ای در مورد جهان مدل شده" و "مؤلفه‌ای از سیستم‌های دانش" استفاده نمود. آنتولوژی در هوش مصنوعی و همچنین علوم کامپیوتر به مجموعه‌ای از لغات و فرضیات گفته می‌شود که با توجه به معنی آن لغات ایجاد شده‌اند و به منظور توصیف یک واقعیت خاص طراحی شده‌اند. استفاده از این مفهوم در سال‌های اخیر بسیار رواج یافته است و دلیل این امر را می‌توان افزایش ارتباطات و اطلاعات دانست.  

آنتولوژی توصیف رسمیِ مفاهیمِ یک حوزه و روابط بین آنها را نشان میدهد. به عنوان نمونه به آنتولوژی زیر دقت نمایید.

 (
نرم افزار
سیستم
عامل
مرورگر وب
Windows
Unix
مدیریت فایل
یک نوع
یک نوع
دارد
IE
یک نوع
)



 







در آنتولوژی فوق، "نرمافزار"، "سیستمعمل"، "مرورگروب" و "مدیریت فایل" سه کلاس هستند، که کلاسهای سیستمعامل و مرورگروب دو زیر کلاس از کلاس نرم افزار هستند. در این آنتولوژی Unix و Windows دو نمونه از کلاس سیستمعامل و IE یک نمونه از کلاس مرورگر وب است.

5-4- درخت mتایی و درخت دودویی

 تعریف درخت mتایی: یک درخت ریشهدار را درخت mتایی نامند، هرگاه هر رأس حداکثر m فرزند داشته باشد.

 مثال 5-5: 

شکل 5-8 (الف) یک درخت 4تایی و شکل (ب) یک درخت دوتایی را نشان میدهد.

 (
شکل 5-8
شکل 3-1
(الف)
شکل 3-1
A
B
C
D
E
F
G
H
K
M
(ب)
شکل 3-1
A
B
C
D
E
F
)















 تعریف درخت mتایی کامل: Tm درخت mتاییِ کامل است هرگاه هر گره داخلی آن دقیقاً m فرزند داشته باشد.

 مثال 5-6: 

 (
شکل 5-
9
شکل 3-1
A
B
C
D
E
F
G
H
K
M
)شکل 5-9 یک درخت سه تاییِ کامل را نشان میدهد.













 درخت دودویی: درخت دوتایی را درخت دودویی یا باینری (Binary) گویند.

 نکته: 

از آنجا که در درخت دودویی حداکثر تعداد فرزندان هر گره 2 است، این فرزندان به نام فرزند چپ و راست نامگذاری میشوند.

5-4- شیوههای پیمایش[footnoteRef:6] درخت [6:  Traversal] 


در محاسبات مختلف یک درخت، لازم است ترتیبی اتخاذ شود که تمام گرههای درخت با نظمی خاص ملاقات شوند. ملاقات گرههای درخت با استفاده از روشی منظم، پیمایش نامیده میشود. در این بخش سه شیوه پیمایش پیشترتیب[footnoteRef:7]، پیمایش میانترتیب[footnoteRef:8] و پسترتیب[footnoteRef:9] معرفی میشود. [7:  Preorder]  [8:  Inorder]  [9:  Postorder] 


5-4-1- پیمایش پیشترتیب

فرض کنید درخت T با ریشه r وجود داشته باشد. اگر درخت T تنها شامل رأس r باشد، پیمایش پیشترتیب درخت r خواهد بود. اگر رئوس T1, T2, …, Tn زیردرختان رأس r به ترتیب از چپ به راست باشند، پیمایش پیشترتیب با ملاقات رأس r شروع میشود. پیمایش سپس با پیمایش پیشترتیب T1، سپس پیمایش پیشترتیب T2، و به همین ترتیب تا پیمایش پیشترتیب Tn ادامه پیدا میکند. در حقیقت پیمایش پیشترتیب به صورت زیر است:

1. ریشه r را ملاقات کن.

2. تمام فرزندان r را به ترتیب از چپ به راست به صورت پیشترتیب پیمایش کن. (اگر هر کدام از فرزندان دارای فرزند بودند، مراحل 1 و 2 برای آنها نیز اجرا میشود).

 مثال 5-7: 

پیمایش پیشترتیب درخت زیر را بنویسید:



 (
شکل 5-10
شکل 3-1
A
B
C
D
E
F
G
H
K
)











حل:

در ابتدا ریشه یعنی A و سپس فرزندان به ترتیب از چپ به راست ملاقات(پیمایش) میشوند.

مراحل پیمایش پیشترتیب به صورت زیر است:

 (
(الف)
شکل 3-1
A
B
D
H
K
C
E
F
G
A
B
C
E
F
G
D
H
K
(ب)
شکل 3-1
)













	



 مثال 5-8: 

 (
شکل 5-
11
شکل 3-1
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
)پیمایش پیشترتیب درخت شکل 5-11 را بنویسید:















حل:

پیمایش پیشترتیب برابر خواهد بود با:







 (
(الف)
شکل 3-1
1
3
6
7
2
5
11
12
13
14
4
8
9
10
15
16
17
)











 (
(ب)
شکل 3-1
1
2
5
11
12
13
14
3
6
7
4
8
9
10
15
16
17
)











 (
(ج)
شکل 3-1
1
2
3
6
7
4
8
9
5
11
12
13
14
10
15
16
17
)









5-4-2- پیمایش پسترتیب

فرض کنید درخت T با ریشه r وجود داشته باشد، پیمایش پسترتیب به صورت زیر است:

1. تمام فرزندان r را به ترتیب از چپ به راست به صورت پسترتیب پیمایش کن. (اگر هر کدام از فرزندان دارای فرزند بودند، مراحل 1 و 2 برای آنها نیز اجرا میشود).

2. ریشه r را پیمایش کن.

 مثال 5-9: 

پیمایش پسترتیب شکلهای 5-10 و 5-11 را بهدست آورید:

حل:

پیمایش پسترتیب شکل 5-10 برابر است:

 (
(الف)
شکل 3-1
B
A
D
H
K
C
E
F
G
)











 (
B
E
F
G
C
H
K
D
A
(ب)
شکل 3-1
)





پیمایش پسترتیب شکل 5-11 برابر است با:

 (
(الف)
شکل 3-1
1
3
6
7
2
5
11
12
13
14
4
8
9
10
15
16
17
)













 (
(ب)
شکل 3-1
1
2
5
11
12
13
14
3
6
7
4
8
9
10
15
16
17
)











 (
(ج)
شکل 3-1
11
12
7
3
8
9
15
16
13
14
5
2
6
17
10
4
1
)







5-4-3- پیمایش میانترتیب

فرض کنید درخت T با ریشه r وجود داشته باشد. اگر درخت T تنها شامل رأس r باشد، پیمایش میانترتیب درخت، r خواهد بود. اگر رئوس T1, T2, …, Tn زیردرختان رأس r به ترتیب از چپ به راست باشند، پیمایش میانترتیب با ملاقات سمت چپترین زیردرخت(T1)، سپس رأس r و سپس پیمایش میانترتیب مابقی زیردرختان (T2, …, Tn) ادامه پیدا میکند. 

 مثال 5-10: 

پیمایش میانترتیب درختِ دودویی زیر را بدست آورید:

 (
شکل 5-12
شکل 3-1
G
H
A
C
D
E
F
B
)











حل:

پیمایش میانترتیب برابر است با:

 (
(الف)
شکل 3-1
G
H
D
E
F
B
A
C
)















 (
(ب)
E
A
B
G
F
H
C
D
)







5-5- نمایش عبارات ریاضی با استفاده از درخت دودویی

یکی از کاربردهای درخت، نمایش عبارات ریاضی است. به این ترتیب که عملگرها با استفاده از گرههای داخلی و عملوندها با استفاده از برگها نمایش داده میشوند.

 مثال 5-11: 

 (
+
a
b
(الف)
(ب)
*
b
c
+
a
شکل 5-13
)در شکل زیر قسمت (الف)، درخت معادل عبارت a+b و قسمت (ب)، درخت معادل a+b*c را بهصورت دودویی نشان میدهد.















 مثال 5-12: 

درخت عبارت ریاضی t + (u*v) / (w+x-yz) را رسم نمایید (علامت  نشاندهنده توان است).

حل:

برای ترسیم درخت یک عبارت ریاضی، در ابتدا باید اولویت عملگرها را مشخص نمود.

در عبارات ریاضی اولویت عملگرها به ترتیب عبارتند از پرانتز، عملگرهای یکانی (علامت قرینه)، عملگرهای ضرب و تقسیم، عملگرهای جمع و منها. نکتهای که وجود دارد این است که پرانتزها در درخت قرار نمیگیرند و اولویتها، ترتیب انجام عملگرها را مشخص مینمایند.

با توجه به این موارد، ترتیب انجام عملگرها در عبارت ریاضی مذکور عبارتند از:









 (
t + (u*v) / (
 
w+x
 
-
 
y
z
 
)
1
2
3
4  
(تفریق بین نتایج مرحل 2 و 3)
5
 
(
تقسیم
 بین نتایج مرحل 
1
 و 
4
)
6
 
(
جمع 
t
 و
 نتایج مرحل
ه
 
5
)
)















ترسیم درخت به صورت پسرو، از آخرین اولویت شروع میشود. 

الف. آخرین اولویت مربوط به جمع t و نتایج مرحله 5 است(که در شکل با شماره 6 نشان داده شده است). برای رسم درخت، عملگر + بهعنوان ریشه و عملوند t بهعنوان فرزند چپ و عبارت حاصل از مرحله 5 بهعنوان فرزند راست در نظر گرفته میشود. درخت حاصل در  شکل 5-14(الف) نشان داده شده است.

ب. در این مرحله اولویت شماره 5 در نظر گرفته میشود؛ این اولویت حاصل تقسیم (u*v) از یک طرف و (w+x - yz) از طرف دیگر است.  درخت حاصل از این مرحله در قسمت (ب) از شکل 5-14 نشان داده شده است.

ج. در این مرحله با در نظر گرفتن اولویت شماره 4، که حاصل تفریق w+x از یک طرف و yz از طرف دیگر است، شکل (ج) حاصل میشود.

د. اولویت بعدی شماره 3 است که جمع w و x را انجام میدهد و نتیجه در قسمت (د) شکل 5-14 نشان داده شده است.

ه. با در نظر گرفتن محاسبه yz  در اولویت 2، که در آن y به توان z میرسد، درخت (ه) نتیجه میشود.

و. اولویت اول مربوط به u*v است که با ترسیم زیردرخت آن، نهایتاً درخت شکل 5-14(و) حاصل خواهد شد.







 (
شکل 5-13
(
ب
)
+
t
/
_
+
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x
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z
(u*v)
/
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+
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+
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5-5-1- عبارات پیشوندی[footnoteRef:10] و پسوندی[footnoteRef:11] [10:   Prefix]  [11:   Postfix] 


با پیمایش پیشترتیب و پسترتیب یک درختِ عبارت ریاضی، نمایش پیشوندی و پسوندی عبارات ریاضی حاصل خواهد شد.

در شکل پیشوندی، ابتدا عملگر و سپس عملوندها در عبارت ظاهر میشود. بهعنوان مثال +ab یک عبارت پیشوندی است و نشان میدهد که عمل جمع روی دو متغیر a و b انجام میشود.

در عبارت پسوندی، عملگرها پس از عملوندها در عبارت ظاهر میشوند، بهعنوان مثال عبارت پسوندی ab+ نشان میدهد که a و b دو عملوند هستند که عمل + روی آنها انجام میشود. در عبارتهای پیشوندی و پسوندی پرانتز وجود ندارد، زیرا اولویت عملگرها به همراه خودشان در عبارتها همراه میشود. 

 مثال 5-13: 

ترتیب انجام عملگرها در دو عبارت پسوندی ab+c* و abc+* را مشخص نمایید.

حل:

با پیمایش عبارت ab+c* از سمت چپ به راست، مشاهده میشود که اولین عملگر پس از دو متغیر a و b، عملگر + میباشد. بنابراین عمل جمع روی دو عملوند a و b اعمال میشود. عمگر بعدی * است. بنابراین عمل ضرب روی حاصل جمع a و b از یک طرف و c از طرف دیگر انجام میگیرد. بنابراین ab+c* معادل عبارت (a+b)*c است.

در عبارت abc+*، اولین عملگر ازسمت چپ، عمل + است که برروی دو عملگر قبل از خود یعنی b و c انجام میگیرد. سپس عمل ضرب بروی a از  یک طرف و حاصل جمع b و c از طرف دیگر انجام میگیرد. بنابراین abc+* معادل عبارت (a*(b+c است.

بنابراین در نمایش پیشوندی و پسوندی، بدون استفاده از پرانتزگذاری و فقط با جابجا نمودن مکان عملگرها، اولویت محاسبات مشخص خواهد شد.



 نکته:

ترتیب متغیرها در نمایش پیشوندی و پسوندی با ترتیب اولیه عبارت یکی خواهد بود. 

 مثال 5-14: 

عبارت ریاضی t + (u*v) / (w+x-yz) را به صورت پیشوندی و پسوندی بنویسید.

حل:

درخت عبارت فوق، در شکل 5-13(و) ترسیم گردید. با پیمایش پیشترتیب و پسترتیب این درخت، عبارت پیشوندی و پسوندی بهصورت زیر حاصل خواهد شد:

عبارت پیشوندی:

+t/*uv-+wxyz

عبارت پسوندی:

tuv*wx+yz-/+



 مثال 5-15: 

درخت عبارت ریاضی !(A&&B||C) && (B||A) را ترسیم و سپس عبارت پیشوندی و پسوندی آن را محاسبه نمایید (دقت نمایید && همان عمل AND و || همان عمل OR و ! عمل نقیض است).

حل:

 (
||
&&
 
A
 
B
C
&&
!
||
B
A
شکل 5-14
)با تعیین اولویتها و رسم درخت از آخرین اولویت، خواهیم داشت:





















با پیمایش پیشترتیب و پسترتیب خواهیم داشت:

· عبارت پیشوندی: && ! || && A B C || B A

· عبارت پسوندی: A B && C || ! B A || &&



 نکته:

در مورد عملگرهای یکانی، از آنجا که فقط یک عملوند وجود دارد، باید عملوند طوری قرار گیرد که در پیمایش میانترتیب، همان عبارت ریاضی اولیه حاصل گردد؛ در نتیجه این عملوند باید بهعنوان فرزند راست عملگر  قرار گیرد.

 نکته:

عملگرهایی که زودتر انجام میگیرند و دارای اولویت بالاتری نسبت به بقیه هستند، در عمق بیشتر درخت قرار میگیرند. زیرا انجام محاسبات از عمق درخت شروع و به ریشه منتقل خواهد شد.



5-6- درخت پوشا[footnoteRef:12] [12:  Spanning Tree] 


شکل 5-15(الف) نقشه جادههای ارتباطیِ شهرهای A,B,C,D,E,F را نشان میدهد:



 (
A
B
C
D
E
F
شکل 5-15
(الف)
(ب)
A
B
C
D
E
F
)













یکی از وظایف راهدارها این است که در فصل زمستان مسیر ارتباطی بین شهرها را باز نگه دارند. از اینرو راهدارها در هنگام بارش برف، طوری برنامهریزی مینمایند که حداقل جادههای مواصلاتی بین شهرها برفروبی گردد.

از آنجایی که 6 شهر وجود دارد، و باید ارتباط بین آنها حفظ شود، بنابراین باید حداقل 5 جاده برفروبی شود. با این تعریف، اگر هر شهر یک رأس در گراف باشد، با وجود 5 یال و 6 رأس و حفظ همبندی آنها به یک درخت خواهیم رسید. که در شکل 5-15(ب) نشان داده شده است. همانطور که در فصل 4 بیان شد، به زیرگراف 5-15(ب) که شامل همه رئوس گراف اصلی میشود، زیرگراف پوشا گفته میشود.

 درخت پوشا: زیرگراف T از گراف G را یک درخت پوشا نامند، هرگاه T درخت بوده و تمامی رئوس گراف G را شامل باشد.

برای ایجاد درخت پوشا از یک گراف همبند دو روش جستجوی اول عمق[footnoteRef:13] (DFS) و جستجوی اول سطح[footnoteRef:14] (BFS) وجود دارد. [13:  Depth First Search]  [14:   Breadth First Search] 


5-6-1- درخت پوشا با استفاده از روش جستجوی اول عمق

در این روش، ابتدا رئوس گراف طبق یک ترتیب اولویتبندی میشوند. این ترتیب میتواند حروف الفبا، شماره اعداد و یا هر ترتیب دیگری باشد. 

الگوریتم ایجاد درخت پوشا با استفاده از روش جستجوی اول عمق، عبارت است از:

1)  پيمايش از يک رأس آغاز میشود. 

2) هر رأس که ملاقات میشود يکی از رئوس مجاور آن (با توجه به اولویت و ترتیب) که قبلاً ملاقات نشده است، انتخاب میشود و پيمايش با ملاقات رأس مجاور جدید ادامه پیدا می‌كند. البته در انتخاب رئوس باید دقت نمود که دوری ایجاد نشود. 

3) اگر برای رأس جدید، هیچ رأس مجاوری که قبلاً ملاقات نشده باشد، وجود نداشته باشد، در این مرحله یك رأس به عقب برمیگردیم. 

4) مراحل 2 و 3 تا زمانی که تمامی رئوس گراف ملاقات نشده باشند، ادامه پیدا میکند.

 مثال 5-17: 

برای گراف زیر با شروع از رأس a، یک درخت پوشا (با استفاده از روش جستجوی اول عمق) بهدست آورید. فرض کنید ترتیبِ حروف الفبا مدنظر است.

 (
شکل 5- 17
شکل 3-1
a
b
c
d
f
e
j
)







حل:

· اولین رأس انتخابی a میباشد، شکل 5-18(الف).

· رأس a دارای دو رأس مجاور b و c است، اما از آنجا که ترتیب تعیین شده حروف الفبا است، بعد از a، رأس مجاور آن یعنی b انتخاب خواهد شد شکل 5-18(ب).

· بعد از رأس b، رئوس مجاور آن که c و d هستند در نظر گرفته میشود و از آنجا که در ترتیب c پیش از d است، رأس c بعنوان رأس انتخابی بعدی خواهد بود شکل 5-18(ج).

· در مرحله بعد باید رئوس مجاور c در نظر گرفته شود؛ اما از آنجا که رأس مجاوری برای c وجود ندارد، یک رأس به عقب (یعنی b) برگشته و مراحل الگوریتم از رأس b ادامه پیدا میکند. در مورد رأس b، تنها رأسِ مجاور ملاقات نشده d است که آن نیز انتخاب میشود؛ شکل 5-18(د).

· رئوس e و f با d مجاور هستند؛ بنابراین رأس انتخابی بعدی e خواهد بود؛ شکل 5-18(ه).

· f تنها رأس مجاور و ملاقات نشدة e است، بنابراین f بعنوان رأس بعدی انتخاب میشود؛ شکل 5-18(و).

· پس از انتخاب رأس f باید به سراغ رأس مجاور آن رفت. از آنجا که f رأس مجاورِ ملاقات نشدة دیگری ندارد، یک رأس به عقب برگشته و کار از e ادامه پیدا میکند. 

· تنها رأس باقیماندة مجاورِ ملاقات نشدة e ، رأس j است، این رأس نیز انتخاب میشود. با این انتخاب تمامی رئوس گراف ملاقات شده و هیچ دوری نیز تشکیل نگردیده است. درخت پوشای حاصل در شکل 5-18 (ز) نشان داده شدهاند.



 (
شکل 5- 18
شکل 3-1
a
a
b
a
b
c
f
e
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b
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d
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b
c
(ز)
)

















5-6-2- درخت پوشا با استفاده از روش جستجوی اول سطح

در روش BFS ابتدا یک رأس انتخاب و سپس در مرحله بعد تمام رأسهای مجاور آن که امکان انتخاب دارند(یعنی قبلاً ملاقات نشده باشند)، ملاقات میشوند. سپس پيمايش از رأس مجاور ادامه پيدا میکند. این کار تا زمانی که تمامی رئوس انتخاب شوند و دوری نیز ایجاد نگردد، ادامه پیدا میکند. 

 مثال 5-28: 

درخت پوشای گراف 5-17 را با استفاده از روش جستجوی در سطح بدست آورید.

حل:

مراحل انتخاب رئوس به ترتیب است.

· در ا بتدا رأس a انتخاب میگردد.

· تمامی رئوس مجاور رأس a به شرط اینکه دور ایجاد نشود، انتخاب میشوند. در اینحالت هم b و هم c هردو قابل انتخاب میشوند.

· الگوریتم با دو رأس b و c ادامه پیدا میکند:

· در مورد b رئوس مجاور c و d هستند. رأس c قبلاً انتخاب شده است، بنابراین d انتخاب میشود.

· c رأس مجاور ملاقات نشده دیگری ندارد.

· رأس d دارای دو رأس مجاور ملاقات نشدة f و e است. که هردو انتخاب میشوند.

· در مورد رئوس e و f:

· در مورد e تنها رأس ملاقات نشده، رأس j است که آن هم انتخاب میشود.

· در مورد f رأس مجاور انتخاب نشدهای وجود ندارد.

پس از مراحل فوق تمامی رئوس گراف ملاقات شدهاند و هیچ دوری نیز تشکیل نگردیده است. مراحل فوق در شکل 5-19 نشان داده شده است.

 (
شکل 5- 19
شکل 3-1
a
(1)
(2)
(3)
a
b
c
d
a
b
c
(4)
f
e
d
a
b
c
(5)
j
f
e
d
a
b
c
)





















 نکته: 

همانطور که از مثال 5-18 و 5-19 نتیجه گرفته میشود، درخت پوشایی که از روش جستجوی اول عمق و روش جستجوی اول سطح نتیجه میشوند، ممکن است متفاوت باشد.

5-7- درخت پوشای مینیمم[footnoteRef:15] [15:  Minimum Spanning Trees] 


شرکتی در نظر دارید یک شبکه ارتباطی (کانال کشی، مخابرات یا حمل و نقل) بین n شهر را بهگونهای برقرار نماید که همه شهرها با یکدیگر مرتبط گردند و نیز جمع هزینههای ارتباطی کمترین مقدار ممکن باشد. 

این قبیل مسائل را میتوان با استفاده از الگوریتم درخت پوشای مینیمم حل نمود. 

 درخت پوشای مینیمم: در یک گراف همبند وزن دار درخت پوشایی که کمترین مجموع وزنها را داشته باشد، درخت پوشای مینیمم نامیده میشود. 

الگوریتمهایی برای بهدست آوردن درخت پوشای مینیمم تعریف شدهاند؛ که در بخش دو الگوريتم کروسکال[footnoteRef:16] و پريم[footnoteRef:17] مورد بررسی قرار میگیرند.  [16:   Kruskal]  [17:   Prim] 




5-7-1- الگوریتم کروسکال

گراف G(V,E) با n رأس را در نظر بگيريد (|V|=n). الگوريتم کروسکال به صورت زير عمل میکند:

1. تمام یالها بر حسب وزن به صورت صعودی مرتب میشوند.

2. درخت  T(V,E1) با n رأس را در نظر بگیرید. در ابتدا E1={}.

3. عملیات زیر n-1 بارتکرار میشود:

1.3. یال eE با حداقل وزن انتخاب میگردد. اگر این یال در درخت T ایجاد دور ننمود، این یال به درخت اضافه میگردد، یعنی .

 نکته: 

گاهی چند يال دارای يک وزن هستند، در اين حالت ترتيب يالهایی که انتخاب میشوند مهم نيست. میتوان در این حالت ترتیبی مانند حروف الفبا یا اعداد در نظر گرفته شود. 

 مثال 5-19: 

یک درخت پوشای مینیمم برای گراف مقابل با استفاده از روش کروسکال بدست آورید.

 (
شکل 5- 20
شکل 3-1
1
f
e
d
a
b
c
2
4
3
4
1
2
3
1
)









حل:

در ابتدا یالها به ترتیب وزن مرتب میشوند:
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حال یالها به ترتیب از کمترین وزن انتخاب میشوند. این کار تا جایی ادامه پیدا میکند که تمامی رئوس انتخاب شوند؛ انتخابها باید بهگونهای باشد که دوری ایجاد نشود:

· مجموعة یالهای درخت T در ابتدا E1={} در نظر گرفته میشود، شکل 5-21(الف).



		 (
f
e
d
a
b
c
)

				یال



		وزن



		انتخاب









		

شکل 5-21 (الف)

		







· در ابتدا سه یال با وزن 1 وجود دارد، همانطور که در شکل 5-21(ب) نشان داده شده است، یال ab انتخاب میشود. بنابراین E1={ab}.

		 (
1
f
e
d
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b
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				ab

		یال



		1

		وزن



		

		انتخاب









		

شکل 5-21 (ب)

		







· یال ae نیز دارای وزن 1 است و انتخاب آن دوری ایجاد نخواهد نمود. بنابراین مطابق شکل 5-21(ج) یال ae نیز به درخت اضافه میشود، خواهیم داشت E1={ab,ae}. 
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1
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c
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		انتخاب









		

شکل 5-21 (ج)

		







· یال be دارای وزن 1 است، اما با انتخاب آن در درخت دور ایجاد میشود. بنابراین یال مذکور به درخت اضافه نمیشود.
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· یال bc دارای وزن 2 است و انتخاب آن دوری در درخت ایجاد نخواهد نمود. بنابراین مطابق شکل 5-21(د) یال bc به درخت اضافه میشود. در این مرحله E1={ab,ae,bc}.
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		شکل 5-21 (د)

		







· انتخاب یال ce با وزن 2، ایجاد دور مینماید، بنابراین این یال انتخاب نمیشود.
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· انتخاب یال cf با وزن 3 دوری در درخت ایجاد نمینماید. با اضافه نمودن این یال، درخت حاصل به شکل 5-21(ه) خواهد بود، بنابراین E1={ab,ae,bc,cf}.
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		شکل 5-21 (ه)

		







· انتخاب یال ef ایجاد دور مینماید، بنابراین این یال به درخت اضافه نمیشود. 
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· تا این مرحله، هنوز مجموعه رئوس انتخابی برابر کل رئوس گراف نیست، بنابراین بررسی یالهای باقیمانده ادامه پیدا میکند. با اضافه کردن یال ad (با وزن 4) به درخت، دوری ایجاد نمیشود. بنابراین مطابق شکل 5-21 (و)، یال مذکور انتخاب میشود، در این مرحله E1={ab,ae,bc,cf,ad}.
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		شکل 5-21 (و)

		







· با بررسی مجموعه رئوس انتخابی مشاهده میشود تمامی گرههای گراف انتخاب شدهاند، در نتیجه مابقی یالها مورد بررسی قرار نمیگیرند. 
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بنابراین مجموع وزن درخت پوشای مینیمم برابر 11 است.



5-7-2- الگوریتم پریم

گراف G(V,E) با n رأس را در نظر بگيريد (|V|=n). الگوريتم پریم به صورت زير عمل میکند:

1. درخت  T(V1,E1) را در نظر بگیرید. در ابتدا E1={}  وV1={ v1 } .

2. عمليات زير را  n-2 بار تکرار کنيد تا کليه رأسهای گراف به درخت T اضافه شوند:

1.2. از بین يالهای vivj (بهطوریکه viV1 و vjV1)، یالی که دارای کمترین وزن بوده و در درخت ایجاد دور نمیکند، انتخاب میشود. این یال و رأس مربوطه به مجموعه یالها و رئوس درخت اضافه میشوند. 

 مثال 5-20: 

یک درخت پوشای مینیمم برای گراف شکل 5-20 با استفاده از روش پریم بدست آورید.

حل:

· از رأس a شروع و این رأس انتخاب میشود. مجموعه رئوس انتخابی برای درخت T در این مرحله V1={a} است. حال تمامی یالهایی که به رئوس مجموعة V1 متصل هستند و دوری ایجاد نمیکنند، در نظر گرفته میشوند. از بین این یالها، یال با کمترین وزن انتخاب میشود. در اینجا یالهایی که به a متصل هستند یالهای ab و ae با وزن 1 میباشند، با توجه به ترتیب حروف الفبا (یک اولویت باید درنظر گرفته شود) یال ab انتخاب میشود. بنابراین V1={a,b} و E1={ab}.

 (
شکل 5-22: (الف)
شکل 3-1
1
a
b
)









· در این مرحله تمامی یالهایی که به رئوس V1={a,b} وصل هستند مورد بررسی و یال با کمترین وزن انتخاب میشود. یالهایی که به این دو رأس متصل هستند عبارتند از ae, ad, bc, be (توجه نمایید ab در مرحله قبل انتخاب شده است و در این مرحله در نظر گرفته نمیشود). یال ae و be هر دو کمترین وزن را دارند، با در نظر گرفتن ترتیب حروف الفبا در این مرحله ae انتخاب میشود. بنابراین لیست رئوس درخت T برابر میشود با V1={a,b,e} و E1={ab,ae}.

 (
1
e
a
b
1
شکل 5-22: (ب)
شکل 3-1
)











· تمامی یالهایی که به رئوس {a,b,e} متصلاند در نظر گرفته میشود و یالی که کمترین وزن دارد انتخاب میشود. در این مرحله بین یالهای ad, be, ec, ed, ef یال bc انتخاب میشود. رئوس و یالهای انتخابی برای درخت T تا این مرحله برابر V1={a,b,c,e} و E1={ab,ae,bc}. میباشد.
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1
شکل 5-22: (ج)
شکل 3-1
)











· از بین یالهای متصل به رئوس {a,b,e,c} یال cf به عنوان یال با کمترین وزن که ایجاد دور نمیکند، انتخاب و رئوس درخت برابر خواهند بود با V1={a,b,c,e,f} و E1={ab,ae,bc,cf}.
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شکل 5-22: (ج)
شکل 3-1
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· از بین یالهای متصل به {a,b,c,e,f} یالی که کمترین وزن را داشته باشد و دور ایجاد ننماید یال ad است، که با انتخاب این یال تمامی گرههای گراف در درخت قرار خواهندگرفت یعنی درخت پوشای مینیمم تشکیل خواهد شد و V1={a,b,c,d,e,f} و E1={ab,ae,bc,cf,ad}. بنابراین از بررسی سایر یالها صرفنظر میشود.



 (
شکل 5- 22
 
(ه)
شکل 3-1
1
f
e
d
a
b
c
2
4
1
3
)











همانطور در شکل 5-22(ه) نمایش داده شده است، مجموع وزن درخت پوشای مینیمم برابر 11 است.






چند نمونه مسأله حل شده

1. گراف کامل Kn را در نظر بگیرید. نشان دهید اگر n>2 باشد، Kn درخت نیست.

حل:

اگر u,v,w رأسهایی در گراف کامل باشد، چون بین هر دو رأس متمایز مسیری به طول 1 وجود دارد، درنتیجه مسیری به صورت (u,v,w,u) وجود خواهد داشت و این مسیر دقیقاً یک دور است. بنابراین برای n>2   Kn درخت نیست.





2. ثابت کنید در هر درخت داریم |E|=|V|-1.

حل:

برای اثبات از استقرا استفاده خواهیم نمود:

الف. مبنای استقرا: اگر تعداد رئوس برابر 1 باشد، |E|=1-1=0 یعنی یالی وجود ندارد، که بدیهی است.

ب. فرض استقرا: اگر تعداد رئوس n باشد، تعداد یالها برابر n-1 است.

ج. حکم استقرا: حال نشان میدهیم اگر تعداد رئوس n+1 باشد، تعداد یالها برابر n خواهد بود.

درخت T با n+1 رأس در نظر گرفته میشود. با توجه به فرض استقرا، در درخت با n رأس، n-1 یال وجود دارد. حال به این درخت یک رأس و تعدادی یال اضافه میشود. ثابت میشود که تعداد یالهای اضافه شده، دقیقاً یک یال میباشد. 

· اگر یالی اضافه نشود، گراف حاصل ناهمبند بوده و در نتیجه درخت نمیباشد.

· اگر تعداد یالها بیشتر از یکی باشد، (حداقل 2 یال) حتماً در گراف حاصل دور ایجاد خواهد شد؛ و در نتیجه درخت ایجاد نمیشود. بنابراین تعداد یالهای اضافه شده به درخت قبلی(با n رأس) دقیقاً یکی خواهد بود. در نتیجه تعداد یالهای درخت جدید برابر (n-1)+1=n خواهد بود.





3. گراف ساده، غیرجهتدار و بدون دور G(V,E) از ده مولفه همبند که هرکدام یک درخت است، تشکیل شده است. اگر مجموع درجههای رئوس گراف G برابر 100 باشد، در این صورت تعداد رئوس گراف را بهدست آورید:

حل:

یالها و رئوس مولفه i را با Gi(Vi,Ei) نشان میدهیم. میدانیم از آنجا که هر یال به دو رأس وصل است، مجموع درجههای رئوس یک گراف برابر با دوبرابر تعداد یالهای آن است. بنابراین:

2|E1|+2|E2|+…+2|E10|=100

از طرف دیگر میدانیم در هر درخت E=V-1 بنابراین:

2(|V1|-1)+ 2(|V2|-1)+…+ 2(|V10|-1)=100

 2(|V1|+|V2|+…+|V10|)-20=100  V=60



4. ثابت کنید اگر T درختی باشد با |V|>1، در اینصورت حداقل یک رأس در V وجود دارد که درجه آن مساوی یک است.

حل:

فرض کنید v1V رأس دلخواهی با درجه مخالف 1 باشد؛ در اینصورت توسط یک یال به رأسی مانند v2 متصل است. حال اگر درجه v2 نیز مخالف 1 باشد، توسط یال دیگری به رأس دیگری مانند v3 خواهیم رسید. با توجه به اینکه T درختی با تعداد رئوس متناهی است و نیز در درخت دور وجود ندارد؛  با ادامة این روند این مسیر در یک رأس باید خاتمه پیدا کند. در نتیجه درجة رأس انتهایی این مسیر برابر 1 خواهد بود.



5. عبارت پیشوندی و پسوندی عبارت (a/(b-c+d))*(e-a)*c را بهدست آورید.

حل:

پیشوندی: **/a+-bcd-eac

پسوندی: abc-d+/ea-*c*



6. فرض کنید در یک گراف، دو مسیر ساده  و متمایز مانند P1 و P2 از رأس u به v وجود داشته باشد. ثابت کنید حتماً در این گراف دوری وجود دارد.

حل:

فرض کنید w یک رأس روی مسیرهای P1 و P2 باشد بطوریکه رأسهای بعدی روی P1 و P2 متمایز باشند. و نیز فرض کنید w´ اولین رأس بعد از w باشد که برروی مسیرهای P1 و P2 باشد. آنگاه زیر مسیرهای بین w و w´ در مسیرهای P1 و P2 غیر از w و w´ رأس مشترکی ندارند. همین دو زیر مسیر بین w و w´ تشکیل دور خواهند داد.

 (
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)7. با استفاده از الگوریتم کروسکال و پریم یک درخت پوشای مینیمم برای گراف زیر بهدست آورید.













حل:

برای اعمال الگوریتم کروسکال: ابتدا یالها به ترتیب وزن به صورت صعودی مرتب میشوند. حال یالها از کمترین یال انتخاب میشود تا وقتی که دوری ایجاد نشود. انتخابها وقتی به اتمام میرسد که تمامی رئوس انتخاب شده باشند. 
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درخت حاصل در شکل 5-25 نشان داده شده است. وزن این درخت برابر 38 است.
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درخت پوشای حاصل با استفاده از الگوریتم پریم: ابتدا رأس A انتخاب میشود، بنابراین در مورد درخت پوشای مینیمم T(V1,E1) خواهیم داشت:

V1={A}, E1={}



· یالهای AB, AC, AF به مجموعة رئوس V1 متصلاند. و از بین این یالها، یال AB با وزن 4 دارای کمترین وزن است. با انتخاب یال AB خواهیم داشت:

V1={A,B}, E1={AB}



· یالهای AC,AF,BC,BD به مجموعة رئوس V1 متصلاند. و از بین این یالها، یال AC و BD با وزن 7 دارای کمترین وزن هستند. از بین این دو یال با در نظر گرفتن ترتیب حروف الفبا، یال AC انتخاب خواهد شد، بنابراین:

V1={A,B,C}, E1={AB,AC}



· یالهای AF,BC,BD,CF,CE به مجموعة رئوس V1 متصلاند. و از بین این یالها، یال CE با وزن 4 دارای کمترین وزن است. با انتخاب یال CE خواهیم داشت:

V1={A,B,C,E}, E1={AB,AC,CE}



· یالهای AF,BC,BD,CF,ED,EG,EH به مجموعة رئوس V1 متصلاند. و از بین این یالها، یال EH با وزن 5 دارای کمترین وزن است. با انتخاب این یال، خواهیم داشت:

V1={A,B,C,E,H}, E1={AB,AC,CE,EH}



· یالهای AF,BC,BD,CF,ED,EG,GH,DH به مجموعة رئوس V1 متصلاند. و از بین این یالها، یال DH با وزن 6 دارای کمترین وزن است. با انتخاب این یال، خواهیم داشت:

V1={A,B,C,D,E,H}, E1={AB,AC,CE,DH,EH}



· یالهای AF,BC,BD,CF,DE,EG,HG به مجموعة رئوس V1 متصلاند. و از بین این یالها، یال BD و DE با وزن 7 دارای کمترین وزن هستند. اما با انتخاب هر یک از این یالها در درخت حاصل، دور ایجاد میشود. بنابراین از انتخاب این دو یال صرفنظر میشود. دو یال بعدی BC و CF هستند که دارای وزن 8 میباشند. با انتخاب BC در درخت دور ایجاد میشود. اما با انتخاب یال CF دوری در درخت ایجاد نخواهد شد، بنابراین:

V1={A,B,C,D,E,F,H}, E1={AB,AC,CE,CF,DH,EH}



· یالها AF,EG,FG تنها یالهای باقیمانده هستند که به مجموعة رئوس V1 متصلاند. کمترین وزن متعلق به یال FG با وزن 4 است. با انتخاب این یال دوری در درخت ایجاد نمیشود. بنابراین:

V1={A,B,C,D,E,F,G,H}, E1={AB,AC,CE,CF,DH,EH,FG}
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)شکل 5-26 درختِ پوشای مینیم حاصل را نشان میدهد. مجموع وزن یالها برابر 38 است.
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)8. یک مهندس برق، مداری با 9 ترمینال مطابق شکل زیر را طراحی نموده است. این مدار باید به ولتاژی معادل 5 ولت متصل گردد. فرض کنید 5 ولت به یکی از ترمینالها وصل است. برای اینکه سیمکشی در مدار بهکار رود، چقدر سیم لازم است (بهطوریکه فاصله هر سطر و ستون یک سانتیمتر باشد)؟ 

















حل:

با استفاده از الگوریتم کروسکال، درخت پوشای مینیم (درختی که از همه رئوس بگذرد و بین تمام رئوس مسیر وجود داشته باشد و نیز هزینه درخت حداقل است) بهدست خواهد آمد. با توجه به شکل 5-27، یالهای انتخابی از چپ به راست عبارت است از:

T5T6, T1T3, T8T9, T3T7, T2T6, T1T2, T4T6, T6T8



همچنین مجموع وزن درخت پوشای مینیمم، با توجه به شکل 5-28 برابر است با:

=
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تمرینهای فصل

1. نشان دهید در گراف دوبخشی و کامل Km,n اگر m,n>1 باشند، آنگاه Km,n درخت نیست.



2. از گراف کامل K6 حداکثر چند یال میتوان حذف کرد بهطوریکه حاصل همچنان همبند باقی بماند؟



3. برای عبارتهای ریاضی زیر، درخت دودویی ترسیم نموده و عبارت پیشوندی و پسوندی را بدست آورید.

الف. !(A && B) || (A && !C)

ب. (++A-C)*(B/C%A) (عمل ++ به معنی اضافه نمودن یک واحد به A و عمل % باقیمانده تقسیم است).



4. پیمایش پیشترتیب و پسترتیب را برای درخت مقابل بنویسید.
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)5. اگر در گراف زیر جستجو اول عمق را از رأس C شروع کنیم، ترتیب ملاقات گرهها چگونه است؟













6. تمام درختهای پوشای متمایز گراف زیر را بدست آورید.







7. برای گراف کامل K10 چند درخت پوشای متمایز وجود دارد؟



8. برای گراف Cn (دور با n رأس، n3) چنددرخت پوشای متمایز وجود دارد؟



9. گراف کامل با 10 رأس در نظر بگیرید، که رأسهای آن از یک تا ده شمارهگذاری شدهاند. اگر وزن هر یال از تابع زیر بهدست آید، مجموع وزنهای یالهای درخت پوشای مینیمم این گراف کدام است؟

Wij=Wji=



10. وزن درخت پوشای مینیمم مربوط به گراف زیر را بیابید بهطوری که درجه هر رأس از درخت بیشتر از 2 نباشد. 
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11. وزارت نفت در نظر دارد با استفاده از لولههای گاز خطوط ارتباطی گازرسانی بین شهرهای A و B و C و D و E و F و G برقرار نماید. با توجه به جدول زیر که فواصل بین شهرها به کیلومتر داده شده است، مینیمم مقدار لوله گاز مورد نیاز (به کیلومتر) برای ارتباط بین کلیه شهرها چقدر است؟
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12. با استفاده از روشهای BFS و DFS درختهای پوشایی برای گراف زیر با شرایط ذکر شده، بدست آورید. 

الف. فرض کنید رئوس به ترتیب a,b,c,d,e,f,g مرتب شده باشد(صعودی).

ب. فرض کنید رئوس به ترتیب g,f,e,d,c,b,a مرتب شده باشند (نزولی).
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